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PREFACE. 



Dans la préface du Cours élémentaire théorique et pratique 
\ de Construction, J. P. Douliot s'était engagé à consacrer l'uue 
des parties de cet ouvrage à l'étude des lois de l'équilibre, 
du mouvement et de la résistance des corps solides et liqui- 
des ; aussi, après avoir publié le Traité de la Coupe des pierres^ 
celui de Charpente et les Leçons de Mathématiques, il s'adonna 
tout entier aux recherches importantes que nécessitait la 
composition d'un ouvrage sur la Stabilité des Edifices. 

A peine ce travail était-il commencé, que des élèves eu 
i^rchilecture vinrent demander à M. Douliot de le publier 
par livraisons, et ce professeur s'empressa de mettre au jour 
les premiers chapitres de son ouvrage, heureux de pouvoir 
donner aux élèves cette nouvelle preuve du vif intérêt qu'il 
prenait au développement de leurs études! M^is bientôt une 
maladie, peu alarmante dans le principe, vint ralentir la 
publication de l'ouvrage , et plus tard , prenant un caractère 
plus sérieux , elle força M. Douliot à renoncer à tout ttayail; 
enfin, au mois d'août i834, il partit pour Avignon, aa!patrie, 
dans l'espoir d'y recouvrer la santé , et ce fut en -novembre 
de la même année , qu'il y mourut, au sein de sa fôi^He,.'a'' 
laquelle il laisse un nom glorieux à porter. '•■'■■ - " 

Ces explications étaient nécessaires pour faire savoir au 
public dans quelles circonstances cet ouvrage a été pubUé. 



^I PRÉFACE. 

i 

M. Douliot avait rintentiou de faire des expériences dont il 
aurait donné les résultats à la suite des leçons; ainsi ^ il y ^ 
lacune sous ce point de vue , mais sous celui de la théorie, le 
sujet est traité presque complètement Un de ses élèves s est 
donc chargé du soin de réunir en corps d'ouvrage les livrai- 
sons qui avaient paru du vivant de M. Douliot. A la suite des 
notions de mécanique, qui servent pour ainsi dire d'introduc- 
tion aux leçons de stabilité , se trouve une théorie nouvelle 
sur Y écoulement des liquides^ d'une simplicité remarquable, et 
qui valut à son auteur les éloges des membres les plus distin- 
gués de r Académie des sciences. 
■ 

N. B. Verrata placé à la fin du volume permettra au lecteur de corriger 
de suite quelques fautes d'impression qui pourraient le retarder dans Tétutle 
4e cet ouvrage. 
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NOTICXÎ NECROIiOGIQITXS 

Sut* X-p. ÏSotlHot. 



Celle courte notice est extraite du discours prononce par Al. Iklioc , dircc- 
leur de VÈcolc rofalo gratuite de dessin, à la distribution des prix qui eut lieu 
le -XI tiécenibrc iS3ii, '^ l'Hôtel -de- Ville, en présence de M. le comte deUam- 
buteau, préfet du département de la Seioe. 

« Un jour, un appareilleiir , praticien îiigéaieiiK , passa deraiit l'ccole , ce entra dans l.t 
classe de mathématiques. Élevé dans les chantiers de couslriictïon que dirigeait aoii père, il 
avait , tout eiifunt , manii; l'cquerre et le martean. Les compngnous l'appelaient ta t*e>uÉe. 
Orphelin à quinze ans , employé bien jeune encore au\ travaux de maçonnerie du Louvre , 
it venait prendre sa part des savantes leçons de l'excellenl professenr Lavit ; il venait de- 
mander ii la science l'explication raisonnée des opèraiioos qu'il faisait cliaquejour, 

» Il avait en cette première éducation pratique que rien ne remplace , mais son esprit oié- 
dilatif et profond éprouvait le besoin d'aller au-det j. Il entrevoyait déjii la possibilité de for- 
muler eu principes clairs et lucides , appuyés sur des calculs mathématiques , sur des dessins 
ÏDgénieui, tout ce qu'avaient fait ses mains. 

» Chargé par M. Carislie, ingénieur des ponts et chaussées, dfi conduire les travaux du 
pout d'Aiguës , employé plus tard comme appareilleur par M. Uurtaux , il travaillait a la 
construction du pont d'iéna , et d'un des phis beaux hôtels de la rue de la Paix , alora même 
qu'il suivait les cours d'architecture et de mathématiques de l'école royale. Le soir , après iJo 
lal>oncuses journces, il prolongeait ses veilles, et consacrait une partie de ses nuits k de sé- 
vères et consciencieuses études. 

a Cet homme, Messieurs, doué d'un amour si passionné pour la science, d'une modestie 
si sincère et si profonde qu'elle allait jusqu'à l'abnégation , voua l'avez tous nommé , c'était 
Jean-Paul Douliot, votre bon, votre cher professeur, votre ami, votre guide, celui dont la 
mort prématurée nous a tous consternés , dont l'irréparable perte nous plonge dans uu deuil 
de famille. 

a n y a un an qu'il était là , parmi nous , avec cette attitude calme et grave qui comman ■ 
dait le respect, avec cette physionomie intelligente et douce qui appelait la sympathie. Per- 
sonne ne savait mieux que lui aplanir les difScultés de l'étude , passer des démonstrations les 
plus simples aux plus hautes questions de l'art. Toujours préoccupé de l'importance de l'en- 
seignement qui lui était confié, de l'immense utilité qu'il y avait à populariser 'a connais- 
sance des parties les plus essentielles et malheureusement les plus négligées de l'arrhilec uie , 
il i' était suitout attaché à démontrer la théorie de la' stabilité dta édifices. S02 cours 'c 
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construction, unîqile^à Pàtî*, était tme des gbires de notre <colc, et unife ses plus beaux 
titres k la reconnaissance publique. 

« Cet homme, si regrettaMe, n'est parnortlout entier, Messieurs ; il laisse plusieurs ou- 
yrages, monumens de son génie, bienfaits qui lui survivent, et qui deviendront des guidts 
pour achever ce qu'il avait si dignement commence. Nous possédons de lui une Géométrie 
pratique, feite exprès pour l'école ; il a publié un Triité de CharpenU avec 120 planches ex- 
plicatives^ un Couti de Construction ^ comprenant ses admirables Traités de la Coupe des 
pierres et de la Stabilité des édifices, qui ont, pour ainsi dire, créé une çcience qui n'existail 
pas avant lui , ou qui dumoins flottait dans le vague. En i 833 , il présenta à l'Académie dcç 
sciences , sous le titre d'Essai d'une théorie rationeUe |ur l'Écoulement des liquide^, un mé- 
moire plein d'aperçus neufs et profonds. 

» On a peine a concevoir tant de travaux dans une carrière si courte , et dont il &ut re- 
trancher les premières années d'expérience pratique. 

3» C'est a Avignon , dans son pays natal , où les médecins l'avaient envojré avec l'espoir que 
Tair et le soleil du midi rétabliraient ses forces épuisées par l'étude, que Jean-Paul Oouliot 
est mort, k quarante-«ix ans. Son convoi a eu lieu le 9 novembre. Autour de sa dqpouille mor- 
tdile se pressaient de nombreux amis, les professeurs des écoles spéciales d'Avignon, les 
élèves du cours d'architecture, ceux de l'école normale , des maçons,. des chaipentiers em- 
pressés d'honorer pour* la dernière fois leur guide, leur oracle. 

n Malgré la pluie , malgré l'approche de la nuit, tous l'ont accompagné jusqu'au cimetière. 

» n y avait quelque chose de profondément touchant dans l'élan qpontanéde cette foule 

àlencieuse et recueillie , dans les cérémonies accomplies an fond de la fosse par les laifleuri^ 

de pierres sur le cercueil de l'auteur de la Coupe des pierres , de celui qui était sorti de leurs 

rangs pour devenir leur maître , pour rendre la science accessible k tou3* 

» Une souscription a été ouverte k l'Hdtel-^e-vîlle d'Avignon pour élever un monument 
a la mémoire de Jean-Pàul Douliot. Nous ne nous croirions pas quittes npn plus envers ce 
digne et excellent homme, si nous ne consacrions son enseignement k l'école par un souvenir 
monumental , qui devra s'élever au sein de nos classes , où sa voix a si long-temps et toujours 
si utilement retenti. 

» Élèves de Douliot, c*est k vous qu'appartient l'honneur de concevoir. et d'exécuter ce 
travail, témoignage de reconnaissance et dé regrets! Un concours sera ouvert, et vous êtes 
tous af^Iés a y prendre part. 

9 Voué tout entier au professorat, k la vie spéculative du cabinet , jeune encore, M. Douliot 
n'avait point atteint les résultats que lui promettaient son nom et son savoir : il laisse sans 
fortune une veuve et trois enfkns; mais parmi les hommes de cœur et de science ,. il n'en est 
point qui ne doive s'hcmorer de contribuer a l'éducation des fils de Douliot. J'o$e vous les 
recommander, M. le préfet, au nom de MM. les administrateurs, au nom de toute l'école ; 
vous disposeï des bourses daas les collèges royaux , dans les écoles spéciales ; en donnant 
«ux enfaos de Douliot une part a|ix bienfkits que vous savez répartir avec tant de lumière 
et de justice , vous acquitterez une dette sacrée , une dette nationale , car le pays doit une 
instruction libérale et large aux fils d'un homme qui s'est dévoué , usé , pour le progrès de la 
science et 'pour l'instruction de tous. » 
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LEÇON I. 

Préliminaires. 

■ i. On appelle corps tout ce qui peut affecter nos sens d'un certain ensemble 
d'impressions. 

2. Tout ce que les corps nous présentent de constant et d'uniforme , soit dans 
leur manière d'eiister, soit dans leur manière d'agir, se nomme propriété. 

3. Ce qui contient tous les corps de la nature se nomme espace. L'espace est 
absolu, immuable, infini : notre esprit ne peut lui assigner des limites. 

Toute partie déterminée de l'espace absolu se nomme es/wice relatif. Ce -n'est 
que l'espace relatif que Ton considère dans les sciences , attenduque cet espace 
est le seul qui , ayant des limites , soil susceptible d'être mesuré. 

4. L'espace relatif que chaque corps de ta nature occupe est cequ'on appelle 
son éleiutue ou son l'olume. L'étendue d'un corps a toujours trois dimensions : 
longueur, largeur et épaisseur. Nous ne saurions concevoir un corps privé de Tune 
de ces trois dimensions. L'étendue est donc nécessaire à l'existence des corps. 

Le volume d'un corps n'est pas constamment te même : il augmente quand lit 
tempéra turc augmente, et il diminue en même temps que la température. 

On dit <[u'un corps se dilate quand il augmente de volume , et qu'il se contracte 
quand son volume diminue. 
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5. Deux corps ne peuvent , dans le même temps , occuper le même Heu de l'es* 
pace. Cette pi-opricté générale des corps , que les physiciens rendent sensible par 
des expériences , se nomme impénétiabilité des corps. 

6. On dit qu'un cmpscst en mouvement quand il passe d'un lieu de l'espace 
dans un autre; si, au contraire, le corps persévère à rester dans le même lieu de 
l'espace, on dit que ce corps est en repos. 

7. Un corps ne peut, dans le même instant^ se trouver dans plusieurs lieux de 
l'espace; d'où il suit qu'un corps en mouvement ne peut suivre qu'un seul che- 
min à la fois. 

8. Un corps qui est en repos ne peut de lui-même se mettre en mouvement ; 
car si le contraire avait lieu , comme il n'y aurait pas plus de raison pour que ce 
corps se mit en mouvement sui^'ant une direction plutôt que suivant une autre , 
il faudrait admettre qu'il pourrait prendre plusieurs chemins diffcrens à la fois, 
ce qui est imix)ssihle ( n" 7 ). 

Ainsi, lorsque nous voyons un corps en mouvement, nous pouvons affirmer 
qu'il doit son mouvement à une cause quelconque qui n'est (>as en lui, qui lui 
est absolument étrangère. 

Par la même raison , un corps en mouvement ne peut , de lui-même , ni aug- 
menter ni diminuer son mouvement. 

On nomme inertie cette impuissance des corps de se mettre d eux-mêmes en 
mouvement quand ils sont en repos, et de se mettre en repos quand ils sont en 
mouvement. 

9. On donne le nom de force à toute cause quelconque de mouvement. 

Nous ne connaissons les forces qtie par les effets qu'elles produisent ; ainsi , on 
estime qu'une force est plus ou moins grande suivant, que le mouvement qu'elle 
produit sur un même corps est plus ou moins considérable. Les effets des forces 
sont des quantités qui , comme toutes les autres, ne peuvent cire appréciées que 
d'une maniijrc relative. C'est pour cela que, pour arriver à l'appréciation de la 
grandeur d'une force , nous comparons l'cÛct qu'elle produit à celui que produit 
dans les mêmes cirton stances une autre force prise pour unité. C'est de cette ma- 
nière que nous arrivons à exprimer les forces par des nombres. Ainsi, par exemple, 
si une force |»roduit un effet a, 3, 4 , etc. , fois plus grand que celui de la force 
prise pour unité, la grandeur ou l'intensité de cette force sera exprimée par l'un 
des nombres 3, 3, 4i ^^^- ^c qui signifie que les forces sont proportionnelles aux 
efléls qu'elles protluisent. 

10. Dans le mouvement d'un corps, il faut considérer l'espace que ce corpa 
parcourt ou doit parcourir. L'espace qu'un corps a parcouru est la somme des 
lieux par lesquels il a passé pendant son mouvement. On ne considèi'C que U 
longueur de cet espace dans l'appréciation du mouvement des corps. 

1 i . Comntc un cor]» ne peut se trouver dans deux lieux différons de l'espace 
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dans le môme instant (n* 7 ), il est clair que le temps est nécessaire au mouve- 
ment des coi'ps. 

Pour apprécier le temps qu'un corps met à parcourir un espace donné, on 
prend rhcure , la minute ou la seconde pour unité, selon que le temps employé 
est plus ou moins considérable. 

12. Qtiand unescuie force agit sur un corps, le mouvement qu'elle lui commu- 
nique est nécessairement en ligne droite , car il n'y a pas plus de raison pour que 
le ctiemin unique ( n" 7 ) que peut prendre ce corps se dérange de la ligne droite 
plutôt d'un côlé que d'un autre. 

Puisque nous ne connaissons les forces que par les elTets qu'elles produisent ; 
et que le mouvement d'un corps sollicite par une seule force, esten ligne droite , 
il faut en conclure que la direction des forces est elle-même en ligne droite. Or, 
nous avons vu que l'intensité d'une force pouvait être csprimce par un nombre; 
mais, nu moyen d'une éclielle de parlies égales, tout nombre peut être représente 
par imc ligne droite ; donc les forces en général peuvent être représentées en 
grandeur et en direction par des lignes droites proportionnelles à leurs intensités. 

13. Le mouvement d'un corps est encore en ligne droite lorsqu'il est sollicite 
par plusieurs forces susceptibles de se réduire en une seule qui produirait le même 
efl'et. Mais le mouvement cesse d'être recliligne toutes les fois que les forces qui 
agissent sur le corps ne sont pas susceptibles de se réduire en une seule. 

1-'+, OnappuWeiésultarife la force unique qui produit sur un corps le même mou- 
vement que plusieurs autres forces donnceSj agissant dans des directions quel- 
conques; et les forces données prennent le nom de composantes. 

15. Si plusieurs forces agissent sur un corps, et que leurs actions simultanées se 
détruisent, le corps restera évidemment en repos; mais on voit que ce genre de 
repos diUèrc essentiellement de celui qui résulte de l'absence de toute force, qui 
est le repos naturel. Le repos forcé, auquel donnent lieu pluâcurs forces qui se 
détruisent, se nomme équUili'e. 

iG.L'e/fei ffiie proiluit une force iur un point matériel auquel elle est ap- 
pliquée^ reste le même, soit que cette force agisse en tirant, soit qu'elle agisse 
en poussant ce. point matériel, pourvu que ce soit toujours dans la même di- 
rection rectilfgne et dans, le jncnie sens. 

L'expérience confirme complètement cette vérité. ( Le sens suivant lequel les 
forces agissent , sera indiqué par des flèches dans les figures. ) 

17. La résultante de deux forces P, Q, appliquées en un point matériel m 
if g- » )j dirigées suivant la même droite raA , et agissant dans le même sens , 
est égale à leur somme. 

Ainsi , It étant celte résultante , on aura 

R=P+Q. 
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Celte proposition est évidente d'elle-même , et s'étend à un nombre quelconque 
de forces qui agiraient suivant les mêmes conditions. 

Ainsi , soient P , F', P'"", P''', etc.^ tant de forces qu'on voudra, appliquées en 
un même point matériel , agissant dans le même sens et suivant la même droite , 
si R est leur résultante , on aura 

R=P+P'-hP"H-P'''-f-,^fc (1) 

1 8. Si deux forces égales agissent en sens contraire suivant la même droite 
sur im, même point matériel , elles se détruiront^ et le point matériel sera en 
équilibre y c'est-à-dire , en d'autres termes y la résultante de ces deux forces 
sera zéro. 

En effet, le point matéi*iel sera, .dans ce cas, sollicité à se mouvoir autant d'un 
côté que de l'autre , et comme il ne pourra se mouvoir dans les deux sens à la fois, 
il restera en repos , c'est-à-dire en équilibre. 

1 9. Si deux forces quelconques V et Ç^ agissent en sens contraire sur un 
point matériel m (y^. 2 ), suiçant la même droite AB, leur résultante R sera 
égale à leur différence P — Ç^ou Q — P( suivant que P>Q ou Q>P ) et agira 
dans le sens de la plus grande. 

En effet, supposons que P soit plus grand que Q , et qu'on ait P=Q-hR; a la 
place de la force P nous pourrons prendre Q-i-R, et alors le point matériel m 
sera sollicité au mouvement par la force Q dans un sens, et par la force Q-hR 
en sens directement contraire : la force Q qui agit dans un sens détruira donc la 
force Q , qui agit en sens contraire ; il restera encore la force R , qui agira dans le 
sens de la plus grande force P. Cette force R ( n^ 14) sera donc la résultante 
des deux forces Pet Q; mais nous avons supposé P=Q-hR : nous aurons donc 
R=P — Q, ce qu'il fallait démontrer. 

On démontrerait de même que si Q>P, la résultante R=Q — P. 

20. On conçoit facilement que la force P peut être considérée comme étant la 
résultante, et par conséquent la somme de plusieurs forces /l,/l',//^.., appliquées 
au même point matériel m ( fig. i\ et agissant dans le même sens suivant la 
droite mkj et la force Q comme étant celle de plusieurs autres forces ^, q' , q' — 
appliquées au même point matériel m , et agissant toutes en sens contraire des pre- 
mières dans la direction de la droite mB -, de sorte que P=/7-h/?'-f-y9*'-f-/)'"..., et 
Çlzzzq-^q' -^q'^ -^q'\.. En substituant donc dans les équations R=P — Q et 
R=Q — P, il viendra 

^,=p^p'^p''^jr....-^q^q^^q''^f^... ) ) ^^ 

ouR=7H-7'-f-7"-hr/"....— (/?-f-//-i-/?"-f";?'"....) \ 

selon que P sera plus grand ou plus petit que Q. 
De là il Êiut conclure cette règle générale que i si plusieurs forces sont appli- 
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(fttees en lui même pohit matériel, el dirigées suivant la tnême droite , Itturre- 
.lullanle sera égale à la somme de toutes celles qui agissent dans un sens , 
moÏJis la somme de toutes celles qui agissent en sens contraire, et cette résul- 
tante agira dans le sens de la plus grande de ces deux sommes. 

21 . Si plusieurs forces sont appliquées en un ou plusieurs points matériels 
liés entre eux d'une manière invariable, à l'un quelconque de ces points maté- 
riels onpourra toujours appliquer deux forces égales entre elles et directement 
opposées, sans que l'effet des premières forces soii changé. 

Caries deux forces ajoutées étant égales^ et directement contraires, se détrui- 
ront, et , par conséquent , ne produiront aucun eÛétsur le système. 

22. Si deux forces égales sont appliquées aux extrémités d'une droite rigide, 
et agissent en sens contraire dans la direction de cette droite, tes deii.r forces 
se détruiront. 

En effet, la force qui est appliquée à !a première citrémité de la droite ne peut 
mouvoir celte eitrémitc sans entraîner la seconde dans le même sens, puisque lu 
droite est rigide; mais la force appliquécà la seconde extrémité, agissant en sens con- 
traire de la première force , s'opposera à ce mouvement, et on arriverait à la même 
conclusion en prenant leschosesen sens inverse; îl y aura donc équilibre entre ]c9 
deux forces données, comme si elles étaient appliquées à un même point matériel. 

23. On peut toujours transporter k point d'application d'une force en un 
point quelconque de sa direction, sans clianger l'effet de la force, pounu que 
le nouveau point d'application soit lie au premier d'nne manière invariable. 

Supposons , en cflei , une force P appliquée au point matériel m ( fig. 3 ), et 
agissant dans la dii-ection ntA. ; je dis qu'on pourra prendre le point lî pour jwint 
d'application de cette force ; car si à ce point B on applique deux forces I* , 1*" 
égales entre elles , directement contraires et dirigées suivant la droite m.\ , ces 
forces se détruiront , et 1 cflet de la force 1' ne sera pas changé ( n" 21 ). Mais si 
les forces P', P ' sont égales à la force donnée P , on |>ourra combiner les forces 
P, P" qui sont appliquées auxexti-émitésde la droite rigide »iB;or, ces deux forces 
sont égaies et contraires; donc elles se détruiront ( n" 22) : il ne restera donc 
d'effectif que la force P', appliquée au point B, et agissant dans le sens de la 
force primitive P. Mais P'^ P , par liypotlicse, donc l'eflet de celte force primi- 
tive P restera le même , soit que son [wint d'application soit en m ou en Jî de s;t 
direction. 

24. ]}eu.x forces P, Q quelcontfues, app/ii/uées en un même point m (Jig. 4 }< 
et dont les directions font un angle quelconque PniQ, ont une rèsullnute qui ne 
peut être nulle. 

En cflct, si la résultante des forces P,Q était nulle, le point matériel m serait 
mi équilibre, et par conséquent, en appliquant à ce point m une nouvelle force 
«tans une direction quelconque, il serait mis en niouvcnicnt dans le sens cl sui- 
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vanl la direction de cotte nouvelle force. Appliquons doncà ce point m une force 
ï" égale et contraire à la force P ; le point m sera mu suivant cette force P'j mais 
comme celte force P' est égale et contraire à la force P, elle sera détruite par 
cette dernière : le point m ne pourrait donc pas se mouvoir par l'action de la 
force P' comme cela aurait nécessairement lieu si ce point était primitivement 
en équilibre; cet équilibre ne peut donc point exister, puisqu'en partant de cette 
hypothèse on est conduit à une absurdité. 

25. Lfi direction de la résultante de deux forces P,Q quelconques , appli- 
quées en un même point m {fg.l\)-. donl les directions forment un angle quel- 
conque PmQ, est nécessairement dans le plan de ctt angle. 

Car les raisons qu'on donnerait pour prouver que la direction de la résultante 
doit passer au-dessus de ce plan, serviraient k démontrer le contraire ; cependant 
celte résultante ne peut pïis prendre deux directions à la fois (n" 7); donc elle 
est dans le plan de l'angle formé par les directions des composantes P, Q. 

26. La direction de la résultante de deux forces P,Q quelconques, appliquées 
en un point m (^g. S ) , divise en deux parties l'angle PmQ /orme par les direc- 
tions mP, mQ des composantes. 

En eHct , la direction de la résultante est celle du chemin que les composantes 
peuvent faire prendre au point matériel wi ; or , ce point ne peutse mouvoir dans 
la direction de la force P, puisqu'il est évident que la force Q dérange ce point 
du chemin que lui ferait parcourir cette force Psi elle ap;issait seule; et on en dirait 
autant par rapport à la force Q : ces deux forces tendent donc toutes les deux à 
attirer chacune vers elle le point matériel; mais ce point ne peut suivre qu'un 
seul chemin à la fois; il faudra donc qu'il prenne une direction intermédiaire 
inR , ce qu'il fallait démontrer. 

27. Dans le cas oit les deux forces données P,Q sont égales, la direction 
mR de leur rcsidtante divise l angle PmQ en deux parties égales ; car les rai- 
sons qu'on donnerait pour prouver qu'elle doit s'approcher davantage de la di- 
rection de l'une des composantes servirait ù démontrer le contraire. 

?8. Dans le cas où les deux forces données sont inégales, l'angle que forme 
la direction de la résultante mec celle de la plus grande composante est plus 
petit que celui qu'elle fait a^-ec la direction de la plus pettù'. 

Eneflet,soit Q>P, de sorte que Q=P-t-»/; en ne prenant d'abord dans Q 
que sa partie P, les deus forces appliquées au point m (Gg. 5) seraient toutes les 
deux égales à P, et par conséquent la direction wiK de leur résultante R'(n°27) 
diviserait l'angle Pi«Q en deux parties égales; or, la force R' étant la résultante 
des forccsPJP dirigées suivant les droites m?, »iQ produira sur le pointm le même 
efiet que les deux composantes P,P. Slais, suivant la droite mQ, il nous reste 
encorda forceç qui dit partie deQ; le point m seradoncdansle même cas que s'il 
était sollicité par les deux forces R' et ç, au lieu des forces donnéei P,Q; U rèsu!- 
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taille R des forces H' et tj divisera donc l'ani^le R'/nQ en deux parties inégales , 
de manière que RwQ <PmR, ce qu'il fallnit d(? montrer. 

29. Si l'on suppose que. plusieurs forces soient appliquées à un même point 
m {fig- fi)i quelles soient dirigées d'une manière quelconque dans un plan ou 
dans l'espace suivant les droiles mA, niB, mC..., et qu'elUs se fassent équilibre 
autour du point m , l'une quelconque de ces forces sera é^ale et directement 
contraire à la résultante de toutes les aidées. 

En eflèt, supposons que les Ibrccs données soient P, Q, S, T, etc. ; si l'on sup- 
prime l'une de ces forces . la force P , par exemple , l'équilibre sera rompu , et le 
point matériel m sera mu de la même manière que s'il était sollicité par une force 
unique égale k la résultinte des forces restantes. Or, si l'on rétablit la force F 
supprimée, rér[uilibresera rétabli aussi , ce qui ne peut avoir lieu qu'autant que 
la force P détruira la rcsuUanle de toutes lr>s autres forces ; cette force P est donc 
égale et directement contraire à la résultante de toutes les autres forces du 
système. 

La réciproque de cette proposition est évidente; c'est-à-dire que toutes les fois 
que plusieurs forces agiront sur un même point matériel , et que l'une d'elles sera 
égale et directement contraire à la résultante de toutes les autres^ le point maté- 
riel sera en équilibre. 

30. Les corps se composent de parties dont la petitesse échappe mtme à notre 
imagination. On donne à ces parties élémentaires des corps le nom de molécules, 
de particules on d\tlomcs. 

31 . A la température ordinaire , il y a des corps dont les molécules sont unies 
entre elles par une force plus ou moins considérable, qu'on appelle cohésion; d'au- 
tres dont l'union <les parties est presque nulle, et d'autres cnBn dans lesquels les 
molécules , au lieu d'être unies entre elles, tendent sans cesse, au contraire, à s'é- 
carter les unes des autres par une certaine force de répulsion. 

Les corps qui jouissent d'une certaine cohésion s'appellent solides; ceui dont 
l'union des molécules est presque nulle se nomment liquides ou fluides ^ et ceux 
dont les molécules sont en état de répulsion prennent le nom de gaz, ou fluides 
élastiques. 

Les corps solides sont les métaux, les pierres , les bois , etc. ; les liquides, l'eau 
elles didërcntes liqueurs; et les fluides élastiques sont l'air, les vapeurs, etc., etc. 

32. La science qui a pour objet la recliercbe des lois de l'équilibre et celles du 
mouvement des corps en général se nomme mécanique. Celte science comprend 
deux branches principales, la mêcoJiique propi-ement dite et l'hydraulique. 

La première comprend les lois de l'équilibreetcellcs du mouvemen t des corps soli- 
des, et la seconde, les lois de l'équilibre et celles du mouvement de^ liquides. Chacune 
de cesdeux branches de la mécaniquesedi vise en deux parties, dont l'une a pour ob- 
jet Tétudc des lois de l'équilibre^et l'autre celle des lois du laouvement des corps. 
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On apptlie statique lu partie qui a pour objet l'étude de l'équilibre des solides, 
et hydiostatiqiœ celle qui s'occupe de re'quilibrc de5 liquides. 

EnBn, on appelle dynamique la science du mouvement des solides, et hydrody- 
namique celle du mouvement des liquides. 

La tlieorie de la stabilité des édifices est fondée nécessairement sur certaines 
parties de cliacunc des branches de b mécanique, dont nous traiterons à mesure 
qu'il en sera l)csoin. C'est d'abord de la statique que nous allons nous occuper , en 
considérant les corps sans pesanteur, pour rendre le raisonnement plus simple, 
sauf ensuite ii leur restituer leur poids pour rentrer dans les circonstances 
naturelles. 



LEÇON II. 



. (luquilibre, compoiition et decomposilion des forces parallèles. 



33. Si deux forces parallèles P,Q agissent dans le même sens aux exlrémi- 
te's d'une droite rigide AB {fg. 7 ). faisant un angle quelconque ABQ avec la 
direct/on BQ de l'une Q des forces données ; 

i" Leur résultante R sera égale à leur somme P-+-Q; 

2" Cette résultante sera parallèle aux composantes et agira dans le même 
sens: 

3* Elle aura son point d'application D sur la droite rigide AB. entre les 
points A. lî d'appliration des composantes. 

En effet, suivant la direction de la droite rigide AB, appliquons aux points A 
et B deux forces M , N égales entre elles, et agissant en sens contraire , l'une de A 
en M, et l'autre de B en N ; ces deux forces se détruiront (n" 21 ), et l'effet des 
forces P,Q sur la droite AB ne sera pas changé. Si maintenant nous considérons 
les forces P,M applic|uées en A, comme leurs directions AP AM forment un 
angle quelconque PAM, elles auront une résultante T qui ne sera pas nulle 
(n' 24),et dont ia direction AT divisera l'angle PAM d'une certaine manière 
(ho 26), et sera située dans le plan de cet angle PA.M(n"25). De même, si nous 
considérons les forces Q,N qui agisscntsur le point Bsuîvant les directions BQ , 
BN , elles auront aussi une résultante S , dont la direction BS divisera l'angle 
QBN en deux parties quelconques , et sera dans le plan de cet angle. De là il 
suit que les directions TA , SB des résultantes T, S, qui produisent le même effet 
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que les forces données P, Q, sont dans le même plan et ne sont pas parallèles; si 
donc on les prolon9;e, elles se rencontreront en un point C, auquel nous pourrons 
appliquer ces deui forces T,S (n" 23), pourvti que ce point G, de leur direc- 
tion, soit lie d'une manière înTuriable à la droite AB. 

Cela posé, par le point C menons la droite CR parallèle k AP , et la droite 
M'JN' parallèle à AB : les angles M'CA, ACD seront respectivement égaux aux 
angles MAT, TAP; de même les angles N'CB, BCD seront respectivement 
égaux aux angles NES, SBQ : si donc on applique au point C deux forces con- 
traires M' , IN' égales à la force M ou N , dans la direction de la droite M'JX', cl 
les forces P', Q', respeelivement égales aP, Q, et dans la direction CD, il 
est clair, i° que les forces P', M' produiront sur ic point C le même eficl que 
les forces P, M sur le point A; mais la résultante T des forces P, M produit li^ 
même effet sur le point C que sur le point A ; ainsi les forces P , fli , transportées 
parallèlement à elles-mêmes du point A au point C , produiront encore le même 
effet sur la droite AB. 2° De même, les forces N, Q', respectivement égales et 
parallèles aux forces N, Q, produiront le même eilét sur la droite AB, en étant 
appliquées au ]H)inl C, que si elles Fêlaient au |Toint A. Or les forces M', N'étant 
égales et directement contraires se détruiront; il ne restera donc d'effectif sur le 
point C que les forces P' , Q', qui aj;issent dans le même sens et suivant la même 
droite; donc (n" W) une force unique égale â leur somme P'-hQ', appliquée au 
point C et dirigée suivant la droite CD dans le sens de C en D, produirait sur ce 
point C , et par conséquent sur la droite AB, le même effet que les forces P' , Q'ou 
leurs égales P, Q; ce qui démontre les deux premières parties de la proposition. 

Pour démontrer la troisième , nous observerons que la réstdtante R des forces 
P , Q est la même que celle des forces T , S , dont les directions concourent au 
point Ci la direction de eetle résultante R divisera donc l'angle ACB d'une cer- 
taine manière; celle direction rencontrera donc la droite AB en un cei'lain point 
D enire A et B ; la résultante R pourra donc être appliquée en ce puint D de sa 
direction : ce qui prouve la Iroisicme partie de la proposition. 

34. Si deux forces égalisa, Q sont appUffuees aux extréirùtés de la droite 
rigide AB ( fig. 7 ) , et agissent dans h même sens , le point d'application D de 
leur résultante R divisera h droite AB en deux parties égales. 

En effet , supposons la même construction (fig. 7 ) (juc dans la proposition pré- 
cédente, et que les forces auxiliaires M , N qui agissent en sens contraire l'une de 
l'autre dans ta direclion de la droite AB soient égales aux composantes égales P, 
Q , les directions des résultantes |>artielles T , S diviseront en deux parties égales 
les angles MAP,NBQ(n' 27}, puisque les forces P, M sont éi;ates entre elles, 
ainsi que les forces N , Q. Mais les angles TAP , TCD sont égaux comme corres- 
pondans, et les angles CAD, TAM , comme opposes par le sommet; d'oii l'on 
voit que le trian;^le ACD est isoci-'Ie. On démontrerait de la même niMiièce que le 
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Iriangle DCB esl aussi isocèle. On aura donc AD ^ DC et DB = DC , et partant 
AU=DB, ce qu'il rallait dcnioiilrcr. 

35. II suit de là que, si itn nombre pair de forces (iarallèles agissent dans 
le même sens , sont égales deux à deux, et appliquées symétriquement à 
égales distances du milieu d'ime droite rigide , la résultante de toutes ces forces 
sera égale à leur somme ^ et son poiiitd' application sera au milieu de la droite 
rigide. 

Car en combinant deux à deux ces forces égales et appliquées à des distances 
égales du milieu de la droite rigide , leurs résultantes successives passeront toutes 
par le même point milieu de la droite rigide, et s ajouteront ensuite, comme 
agissant toutes dans le même sens et suivant la même droite. 

36. Réciproquement, on pourra toujours déconriposer une forceV quelconque, 
appliquée en un point donné d'une droite rigide indéfiniment prolongée, en 
autant d autres forces plus petites quon voudra , égales deux à deux, pa- 
rallèles à laforce donnée P, appliquées à des distances égales deuxàdeua: du 
point d'application de la force donnée P, et dont la somme totale serait égale 
à cette force P. 

Cette proposition est une suite immédiate de celle qui précède. 

37. Le point d'application D de la résultante R de deux forces parallèles quel- 
conques P,Q (fg-^) appliquées ntix extrémités d'une droite rigide AB et 
agissant dans le même sens, est plus près du point d'application B de la plus 
grande force Q que de celui A de la plus petite P. 

En cfïét, Q étant plus grand que P , on pourra supposer Q=:P+n ; de 
sorte que les forces appliquées aux extrémités de la droite AB seront respcctire- 
ment P et P-m/=Q. Ne prenons d'abord dans Q que sa partie P ; les forces ap- 
pliquées aux points A et B seront alors égales, et par conséquent (n" 34) le point 
d^applicalion de leur résultante l\' sera le milieu C de la droite rigide AB. Si 
maintenant nous combinons cette résultante R' avec lu seconde partie ly de la 
force Q , nous verrons que le point d'application D de la résultante R des forces 
R' et q , ou des forces données P, Q sera situé entre lejpoint C et le point B 
(n" 33) ; donc AD sera plus grand que DB, ce qu'il fallait démontrer. 

38. Le point d'application C (fg. g) de la résultante de deux forces paral- 
lèles inégales P, Q , qui agissent dans le même sens aux extrémités A , B , d'une 
droite rigide AB, dit'ise cette droite AB en deux segmens AC, CB, réciproque- 
ment proportionnels aux deux composantes P , Q; de sorte que 

P : Q : ; CB : ac. 

En efTet, supposons d'abord que les forces P, Q soient commensurables j 
qu'elles soient entre elles * j i» ; n ( m et ii étant deux nombres entiers quel- 
conques). Cela posé, divisons la droite AB en deux parties AD, DB qui soient 
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tlirectemeiil proportionnelles aux forces données, de sorte tpic AD ; DB " P : 

Q ; * wi : M. Sur les prolongemcns de la di-oile AB , faisons BF = DB et AE=: 

AD, nous aurons EF c=: aAIt. Prenons le milieu G de la droite EF nous 

EF 
aurons CE — CF = — = AB. Ensuite , divisons ED en m parties égales et DF 

en II parties égales aussi ; les parties égales de ED seront égales aux parties égales 
de DF , car ED est égal à aAD , et DF à 3 DB , la proportion AD : DB ; *. m'.n, 
peut se mettre sous la forme 3AD : 2DB ou ED : DF ^ ' »« ! n, ce qui donne 

ED DF . 

~= — . Slaintenant, divisons les forces P et Q, la première en «i parties 

«gales, et la seconde en n parties égales aussi ; les parties de P seront de même 
grandeur que celles de Q; rcpréscnlons une de ces parties par p, nous aurons 
pT:=mp et Q=t>p. Appliquons î/ï aux points E , Dj et un p à chaque point de 
division compris entre E et D j appliquons de même ip aux points D cl F cl 
un p ù cliaque point de division compris entre D et F ; il est clair que , de 
cette manière , la force P sera symétriquement distribuée sur la droite ED , 
et la force Q siir la droite DF. On observera qu'au [)oint D seront deux ip 
au p comme sur les aulrcs points de division , mais qu'aux points E et F il n'y 
aura que iyj à chacun. Ces deux î/j, et tous les p appliqués aux autres points 
de division, sont donc des forces égales et symétriquement appliquées par rap- 
port au point C ; ce point C sera donc (n" 35) le point d'application de la ré- 
sultante générale de toutes ces forces élémentaires , et par conséquent des 
forces données P et Q. 

Cela posé, de ce que EC = AB , et EA = AD, il en résultera EC — EA = 
AB — AD , nu AC = DB ; de même , de ce que CF - A B et BF=BD , it s'en- 
suivra CF— BF ^ AB — BD, ou CB = AD. Mais nous avons posé P : Q 1 *. 
DA ; BD ; si donc nous remplaçons BD par sont égal AC , et DA par son égal 
CB, nous aurons finalement P ; Q 1 * CB : AC ; tl'oii Ton voit que la propo- 
sition est démontrée ]>oui- le cas des forces P, Q commensurables. 

Supposons actuellement que les deux composantes soient incommensurables ^ 
je dis que le point C (fig. lo) d'application de la résultante R divisera encore 
la droite AB en deux parties telles qu'on aura P ! Q ' ^ BC : AG. . . . (a). 

En eiliït, si cela n'était pas vrai, et qu'au lieu d'être te point C qui satisfait ù 
la proportion (a) le point d'application de la résultante fût le point D situé 
entre les points C et B, quelque petite que fùl la distance CD, on pour- 
rait toujours diviser la droite AB en un assez grand nombre départies égales pour 
que ces parties fussent encore plus petites que cette distance CD, su|)posée oussi 
petite qu'on voudra ; il y aurait donc au moins un point de division a enlre les 
points C et D. Gela posé , il est clair qu'on pourra prendre le point a pour point 
d'application delà résultante de deux forces réciproquement proportionnelles 
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aux segincns commensuraUes An, «B, dont l'une pourra être P, et l'aulrr 
représentée par Q', qui sera déterminée pnr la proposition suivante ^ 

rtB . An , . P ■ Q = g— 

P X AC 
Mais la proportion (a) nous donne Q=—Wri — , d'où l'on voit que Q'>Q, par 

la raison que le facteur \a de la valeur de Q' est plus grand que le facteur AC 
de la valeur de Q, et que le dénominateur àB de la première fraction est plus 
petit que celui BC de la seconde ; ainsi deux causes concourent ù rendre Q'>-Q- 
Mais par supposition le point d'application de ta résultante des forces P, Q est le 
point D; tandis que celui de la résultante des forces Pj Q' est le point a ; or, le 
point D est plus près du point B que ne Test le pointu ; d'oii il s'ensuivrait qu'en 
augmentant la force Q pour avoir la force Q', le point d'application de la résul- 
tante s'éloignerait de la force augmentée, ce qui est contraire à ce qui a clé dé- 
montré au n° 37, d'oii il faut conclure que le point d'application de la rcsul- 
lanlc des forces incommensurables P , Q ne peut pas être située à la droite du 
point C qui divise la droite Ali en deux parties réciproquement proportionnelles 
à ces forces P et Q. On démontrerait de la même manière qu'il ne peut pas 
être vers la gauche de ce point C ; il faut donc en conclure que c'est ce point C 
lui-même. Ainsi la proposition énoncée au commencement de cet article est vraie 
généralement. 

30. Appelons p et q les scgmens AC et CB ((îg. lo) suivant lesquels le point 
C d'application de la résultante de deux forces |iarallèles P , Q , agissant dans 
le même sens, et appliquées aux extrémités d'une droite rigide, divise cctie 
droite AB ; nous aurons 

P • Q '. *. 9 ■• P> «l'où Pp = Qy. (r). 

Cest-à'dire que les produits des composantes par les distances t-especlives 
de leur )}oint d application à celui de leur résultante, sont é^aux. 

40. Appelons r la longueur comprise entre les peints d'application des com- 
posantes, de sorte que r =^ p -+- <j ; cela posé, de la proportion P I Q * * iji : ;)^ 
nous tirerons 
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formules qui serviront k trouver le point d'application de la résultante, 

■VI . Si l'on oppose directement une force S égale k la résultante R des force» 
parallèles et de même sens P et Q qui agissent aux cxlrémités de la droite rigide 
AJ{ (ilg. 1 1), celle force S fera équilibre à la résultante H et par conséquent au& 
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composantes P, Q. Et puisque S = R, et que R=iP-|-Q, on aura aussi 
S = P -{- Q. D'ailleurs le poin t d'application de ta force S est le même que celui 
delà résultante. 

42. Si trois forces parallèles P, Q, S, appliquées à une droite rigide AB(fig.i i), 
se font équilibre , l'une quelconque d'entre elles , la force Q, par exemple , sera 
égale et directement contraire à la résultante des deux autres ( n" 29)', or, pour 
que les trois forces P, Q,S soient en équilibre, il faut que la force S, qui agit en 
sens contraire des deux autres P, Q, soit égale et directement contraire à la ré- 
sultante de ces dernières (n" 29); ainsi S:=P +Q; d'où Q^S — P (3) 

Mais les forces P, S agissent en sens contraire; J'ok il s'ensuit que la rifsuhanU 
de deux forces parallèles]*. S, qui agissent en sens contraire sur une droite ri- 
gide , est égale d la différence des composantes, et agit dans le sens de la pins 
grande composante. 

43, Delà premicredes formules (a) on tire r^-^Y ou , en comparant ce ré- 



sultat à la (tg. I t,AB: 
valeur S , 



= — -^ — ; et si dans cette dernière on met pour R sa 



la place de Qsa valeur S — P, trouvées ci -dessus, 
ACXS ,,- 



il viendra 



AB= 



pour l'expression de la distance du point d'application B de la résultante Q au 
point d'application A de la plus petite des composantes parallèles P et S qui 
agissent en sens contraire sur la droite AC. 

44. Si dans la formule (4) , qui est AB =^ g „ , nous supposons é|^alcs les 

composantes S et P , nous aurons Q=S — P=o, et par conséquent AB=-^ — g-= 

^33 , c'est-k-dire que la résultante de deuxjorces parallèles et égales, 

agissant en sens cuntrairc sur une droite rifjide , est nulle , et son point d'applt- 
cation est à une distance infitde du point d'application de Cune. des compo 
sorties; ce qui veut dire ^ en d^ autres termes, que les deux forces proposées n'ont 
pas de résultante unique possible. 

De 1^ il suit qu'une seule force ne saurait mettre ccUes-là en équilibre. Pour 
obtenir cet équilibre il faudra deux forces qui soient égales aux forces données, 
appliquées au même point, l'une agissant en sens contraire de la première force 
donnée, et l'autre en sens contraire de la seconde. Alors il y aura évidemment 
équilibre ^ puisqu'on aura quatre forces égales appliquées deux ù deux aux mêmes 
points, cl directement contraires. 

Ainsi, par exemple, soient les forces l', P égales, |Kirallètes et contraires, ap- 
pliquées aux cxtréniilés de la droile AB ( Iîl;. 1 2); si on oppose une force i" éga- 
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le à celle appliquce ou point A, et une autre P' égale à celle applitiuée au point B, 
il csl clair qu'il y aura équilibre. 

On pourrait aussi mellrc le système en équilibre, en ajoutant une force quel- 
conque \i l'une des forces données , qui par là cesserait d'clre é;^ale ik l'autre , et on 
cherclieraiL la résultante du système, comme au n" U'i, 

M. Poinsot appelle couple un système de deux forces parallèles égales, agissant 
en sens cunlrairc aux exlrcmitcs d'une droite rigide. Ce géomètre en a fait une 
théorie particulière qui ne nous est pas indis|>ensable. 

ha. Supposons à présent im nombre quelconque de forces parallèles "P , Q, 
B , S, T, situées ou non si/ue'cs dans un mé/iie plan, agissant doits le inêrne 
sens, et appliquées à des points A , B, C, D, etc. (fig. i3) , situés Wune ma- 
nière quelconque dans fespace, rnais liés entre eux d^une manière invariable, 
et proposons-nous île trouver leur résultante. 

I " On joindra les poinis d'application A , B , des deux premières forces P , Q 
par la droite AB , sur laquelle on cherchera le point d'application E et la gran- 
deur de la résultante V de ces deux forces , comme il a été dit au n" 40 , et on 

1" On joindra le point E d'application de la résultante V et celui G de la 
troisième force S par une droite EC ; sur laquelle on cberchera le point d'applica- 
tion F et la grandeur de la résultante X des deux forces V et S^ qui sera celle 
des trois premières forces P , Q, S, et on aura 

S X EC S X EC 



x = v- 



-S, et EF = 



X ~ P-j-Q + S" 

3" On joindra le point d'application F de la résultante partielle X et celui D 

de la quatrième furcc T par la droite FD, sur laquelle on cherchera le poiot 

d'application G et la grandeur de la résultante R des forces X et T, et on aura 

R Y T P^n^ç^T .f FP "^XF O Tx FD 

R = Xh-T = P-hQ-hS+T, etFG= — ^ p__^_^_. 

On se conduira de la même manière jusqu'à ce qu'on soit arrivé à la dernière 
force donnée. 

46. II est facile de voir que, si l'on avait un système de forces parallèles appli- 
quées à des points liés entre eux d'une manière invariable, et situés d'une ma- 
nière quelconque sur un plan ou dans l'espace, dont les unes agiraient dans un sens 
et les autres en sens contraire, ou aurait la résultante finale de toutes ces forces, en 
prenant celle des forces qui agii-aient dans un sens, celle des forces qui agiraient 
en sens contraire (en s'y prenant comme ci-dessus dans l'un et l'autre cas) , et 
r-nlin celle de ces deux résultantes partielles, d'après le principe n' 43, qui serait 
la résultante dcnianilcc. 

AT. Les deux résultantes partielles qui nous ont conduit à la résultante Bnalc 
ilans Ii; n" précédent peuvent présenter trois cas. 
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1 ^ Eiiés peiàoent être égales et appliqttées en un même puint,, ce qui annon- 
cerait que le système des forces seraà de lui-même en e'f/ia'li/tre , attendu 
que ces d^'ux réstdtante.'i seraient non-seulement égales , mnts encore directe- 
ment contraires ( n° 28 ). 

2° JEUes peuvent être égales et non directement opposées; dans ce cas la ré- 
sultante sera zéro, mais son jmint dapplicalion sera à l'infini ( n' A4 ) , c'est- 
à-dire qu'une seule force ne pouvait produire le même effet que les forces 
données. 

3° Enfin ces deux résultantes seront inégales , et auront ou n auront pas le 
même point d'application. Dans lim et l'autre cas, la résultante finale sera 
égale à leur différence. Quant au point d'application de cctle l'ésultante, il sera 
le même que celui des résultantes partielles, quand ces dernières seront appliquées 
au même point ( q" 1 9 ), et on l'obtiendra coumie il a été dit au n° 43 dans le cas 
contraire. 

48. Dans tout ce qui précède sur les forces pai-allùles , nous n'avons tenu au- 
cun compte de l'angle que forme la droite rigide avec les directions des forces 
qui lui sont appliquées; et, en eftèt, cet angle n'entrait pour rien clans toutes les 
questions que nous avons traitées. De cette indépendance tics résultats obtenus 
jusqu'ici , par rapport îi l'angle formé par la droite rigide et les directions des 
composantes , résulte un principe de la plus haute importance , qui consiste 
en ce que : 

Si l'on a un système quelconque de forces parallèles agissant toutes dans le 
inéme sens, ou les unes dans un sens et les autres en sens contraire, pourvu que 
ces forces conservent les mêmes intensités ou qu'elles prennent de naturelles in- 
tensités proportionnelles aux premières, le point d'application de leur résul- 
tante restera le même, quelque direction qu'' on fasse prendre successivement 
auas forces, tard qi^eltes resteront parallèles et qt^elles conserceront les mé- 
mes points d'application. 

Cette propriété remarquable du point d'application de la résultante d'un sys- 
tème quelconque de forces parallèles a fait donner k ce point le nom de centre 
des forces parallèles. 
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. les directions ne soot 



49. La direction de In résultante de deux forcesV. Q appliquées en un même 
poutt mitén'el m ( fig. 1 4 ) <•/ dont les directions /arment un angle quetconque 
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PniQ, est la diagonale mC (ruii parallélogramme mÂCB formé sur les tlroi/et I 
raA, niB, qui, à partir du point m, représente en grandeur et en direction les ] 
composantes P, Q. 

El) effet, faisons BD^^BC, et nclicvoiis la losange BCED; appliquons an ' 
point D, et dans la direction de la droile DE, deux forces Q', Q", loules les 
deux égales à la force Q et directement opposées; ces deux forces se détruisant 
l'une raulre,ne changei'ont rien ù l'effet des forces données P, Q : air 
sultantc des quatre forccsP, Q, Q', Q", sera absolument la même que celle des i 
composantes P, Q. 

Or, si nous considérons les forces Q , Q ' , attendu que le point d'application 
de la force Q peut être Iransporlc an point D de sa direction ( n° 23 ) , ces deux 
forces auront le même point d'application D; mais elles sont égales: donc (n" 27) 
la direction de leur résultante T divisera l'angle QDQ" en deux parties égales, 
et, conscqucmment prolonj;ce, elle [lasscra par le point C,nuqucl nous pourrons 
la supposer appliquée. 

IjCS ticux autres forces P , Q qui nous restent sont parallèles , et l'une P peut 
être appliquée au point A de sa direction, et l'autre Q' au point E ; ces deux droi- 
tes parallèles sont donc appliquées aux extrémités de la droite AE; d'ailleurs elles I 
agissent dans le même sens; donc le point d'application de leur résultante divi- 
sera celte droite en deux segmens réciproquement proportionnels à ces forces P, 
Q' (n" 37). Or, d'apn;s nos hypotlicscs, nous avons P : Q^ 'Am ; mB. Mais Am 
CB=CE, mD=AC et Q=Q'; si donc nous substituons dans la proportion ci- 
dessus , nous aurons P : Q" * ^ ^^ ' ^^ 'i *''*''^ '' *"''■ *l"^ '^ point G est celui où 
la résultante S des forces P,Q' serait appliquée. Mais la résultante T des deux 
premières forces Q , Q" passe aussi par ce point C et peut y être appliquée; ainsi , 
le point C étant lié au point »i d'une manière invariable, ces forces T et S appli- 
quées au point C produiraient le même effet sur le point m que les forces don- 
nées P, Q : mais la résultante des forces T, S passerait par le point C; celle des 
forces P, Q, qui est la même, passera donc par ce point C; d'ailleurs, la résultante 
des forces P, Qdoit passer par le point d'application de ces forces; donc, enBn, 
<»;ttc résultante passera par la diagonale mC du paraiiélogramme niAGIÎ, ce qu'il 1 
fallait démontrer. 

50. La résultante de deux forces P, Q appliauées a un même point matériel ] 
m (Cg. ib)dont les directions forment un angle quelconque AmB, est repré- 
sentée^ non- seulement pour sa direction, mais encore pour sa grandeur pari 
diagonale du parallélogramme formé sur les dtvites niA, mB qui, à partir dif\ 
point m, représentent en grandeur et en direction les composantes P, Q. 

En cfièt, quelle ipie soit la grandeur de la résultante K des forces V,Q, ii ellel 
seule elle produira le même eflêt que les <!eus composantes; si donc on lui oppose I 
une force S qui lut soit égale , cette dernière fera équilibre aux composantes P, Q. J 
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Or, la direction de la résultante des forces P, Q (n" 4\)) est la diagonale du paral- 
iélogramme formé sur les droites in\ , wiR , représentant en grandeur et en direc- 
tion les composantes P, Q; la direclion mD de la force S sera donc le prolonge- 
ment de celte diagonale Cm. De tout cela il résulte que les trois forces P, Q,S 
sont en équilibre autour du point ni; doii il suit que l'une quelconque de ces 
trois forces, la force Q, par exemple, est égale et directement contraire à la résul- 
tante des deux autres (u° 29). Si donc on prolonge la direction Dm do la force Q 
d'une quantité mE=HiB, la droite »(E représentera en grandeur et en direction 
la résultante des deux autres P, S. Si maintenant on joint Us points E et A par 
une droite AE , le trianj;Ie AmE sera égal au triangle «lAC ; car ces triangles ont 
le côté commun «lA; par construction mE^m\i=:: AC, et les angles AwiE, mAC 
sont égaux comme alternes-internes ; donc , la dioite AE est |)ara11ète et égale h 
Cm; si donc par le point E on mène une droite ED parallrle à Ant, la B;.^iiro 
mAED sera un parallélogramme dont la diagonale niE sera la direction et la gran- 
deur de la résultante des forces P, S. Je dis de plus que, le côté niA de ce paral- 
lélogramme étant proportionnel à la force P, le côté /»D sera proportionnel à la 
force S^:R, car, si cela n'était pas vrai, la droite |)roportionneile à la force S 
serait plus grande ou plus petite que »hD, et, en construisant le parallélogramme 
dans l'une ou l'autre liy|K)tlièâc , il s'ensuivrait que la résultante des forces P, S, 
devant suivre la diagonale de ce parallélogramme, ne serait plus directement 
opposée li la force Q, comme cela doit être nécessuirement. Mais wiD^EA^wiC; 
ce qu'il fallait démontrer. 

Le principe qui résulte de la réunion des deux dernières propositions est de la 
plus grande importance; on l'appelle le principe dit paralUloijrammt des forcet , 
ou simplement le parattélograiiune des forces. 

51. Il suit du parallélogramme des forces que les trois côtes mA, AG et mC 
du triangle mAG sont proportionnels aux intensités des forces P, Q , R , la der- 
nière étant la résultante des deux autres; car les côtés de ce triangle sont respec- 
tivement égaux aux droites qui, dans le [jarallélogramme inAGIS, représentent 
ces mêmes forées. Mais nous avons vu en trigonométrie (^Géo. pi. n" SgS) que 
(Cm)- :=(«(A)^ -f-(AC)^ + 3 «lAX-^CX cos.G.\jH. Si donc nous mettions dans cette 
expression , les forées au lieu des lignes qui les représentent, nous aurioos 

I\-"=P'+Q'+PQcos.^GA./i....(5). 

Gette formule nous fera connaître la résultante R lorsque nous connaîtrons les 
composantes l*, tj et l'angle de leurs directions. 

52. Dans le triangle wiAG (Géo. pi. n" 394) on a 

Xm : AG ; HiG \ \ sin. AGnt ; AmC ; sin. GAm (à). 

Mais l'angle AG/ii=G/nB, quic&t celui formé par les directions de la résultante 

3 
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l\ et de la composante Q; de sorte que nous pourrons substituer sin (R, Q) au 
lieu de sin. ACm, pour indiquer qu'il s'agit du sinus de Tangle formé par les 
directions des deux forces R , Q^ De même, Tangle AmC est celui formé par les 
directions de la résultante R et de la composante P, de sorte qu'au lieu de sin.^ 
AmC nous mettrons sin. (R , P) ; enfin TangleGAm étant le supplément de Tangle 
AmB ( Géo. pi. n*" 366), nous aurons sin. CAm=sin. AmB; mais Tangle AmB est 
celui fi)rmé par les directions des forces P, Q; par conséquent, d'après la eonven- 
tion ci -dessus, nous aurons sin. GAiii=sin. (P, Q); si nous substituons ces sinus 
dans la proportion (a) , il nous Tiendra 

P : Q : R : : sin. (R, Q) : sin. (R,P) : sin. (P,Q).... (6) 

d'où Ton voit que les composantes P, Q et leur résultante R sont respeclivemenl 
proportbnnelks aux sinus des angles formés par les directions des deux auti*e& 
forces. 

53. Il suit encore de là que les relations qui existent eHtre deux forces qui con- 
courent en un point et leur résultante sont les mêmes, tant pour leurs grandeurs 
que pour leurs directions , que celles qui existent entre les côtés et les angles 
d'un triangle dont les côtés sont proportionnels aux forces, et les angles supplé- 
mens ou égaux à ceux formés par les directions de ces mêmes forces. Par consé- 
quent , les questions relatives à ces trob forces dépendent entièrement de la réso- 
lution trigonométrique de ce triangle. 

Donnons-en des applications. 

54. Étant donné deux forces P, Q appliquées en un même point matériel m 
(fig. i5), cf l'angle formé par leurs directions mP, mQ^ trouver la direction d& 
leur résultante. 

On commencera par calculer la grandeur de la résultante par la formule du 
n^ 51, et ensuite dans la triple, proportion (6) du n^ 52 on prendra 

P:R;:sin.(R,Q):sin.(P,Q), 
ce qui donnera 

sin. (R, Q)=sin. CmB=— "-^^. 

55. Connaissant les directions m A , mB, mC^ de trois farces P, Q, R , C ^ 
dernière étant la résultante des autresj et Vune ^ de ces forces, trouver les deux 
autres Q^ R (fig. i5). 

La triple proportion (6) du n^ 52 nous donne 

P:Q::sim(R,Q):sin.(R,P) 

et P : R : : sin. (R, Q) : sin. (P, Q). 

La première de ces deux proportions donnera 

Q=E^!lîî^), et la seconde R =^"##* 
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56. Unefoixe R étant donnée j on demande de la décomposer en deux mitres 
Pj Qj dirigées suivant les droites données mA, mB (fiiç, i5). 

Dans ce proI)lème, on connaît donc la rcsultanle R et les angles formes par la 
diieclion wiG de celle résultante et celles wiA j mB des composantes inconnues. 
Or, de la triple proporlion (G) nous tirerons 

P: Rr.sin. (H,Q) : sin. (P,0) 
«t Q: R;;sin. (U, P):sin. (P,Q} 



donc 



Rsin^CR^) RsiMR, P) 



,.(9). 



sip.(P,Q; -«■ V— siQ.(p^Q) 

57. On donne la résultante R, l'une P des composantes , et Vanqle (R, P) des 
diivctions de ces deux farces ; on demande la grandeur et la dttvction de Pattti'C 
composante Q. 

Puisque (n° 53) les relations des forces et de leurs directions sont les mêmes 
que celles des côtés et des angles du Irïangle A»(C (fig. i5) ; les données de la 
question ramènent le problème à celui-ci : Un angle et les deux côtés qui le 
comprennent étant donnés dans un triangle, trouver les deux autres angles et 
le troisième côlé. 

Or , nous avons vu en trigonométrie ( Géo. pi. n" 39g} que 



a-\-tt',e 



A+iî.. A — 



.(«). 



Supposons cpiefl = mG = R, que t:=niA=:P, A = CAin elB = AGm« 
il nous viendra en substituant dans la proportion (a) 



CmB, 



R-f P:R— p;>ng. 



- ACm CAm — AC/n , . 
-— : lang. ...(io). 



58. On donne les deux composantes P, Q et la résultante R ; on demande les 
directions de ces fwis forces , le point d'application m de ces forces et la direction 
de ta force P étant donnés. 

Ici on se trouve dans le cas où l'on donne les trois côlés d'un triangle et qu'on 
demande les trois angles. Ainsi , il nous faudra faire usage de la formule donnée 

(Géo., pi. n" 3y7), qui est sin. i A=/^ (!^±rA^±t^. . . („), 

le rayon des tables étant l'unité. Reprenons les principes. 

59. Si trois forces P, Q, S, ee fcnt équilibre autour d'un point matériel m 
(fig. i5) en prenant les longueurs mA. , wiB proporrionnelles aux intensités des 
forces P)Q,ct en construisant le parallélogramme wiACBj la diagonale mC de 
ce parallélogramme réprésentera en grandeur et en direction la troisième force S ^ 
qui fait équilibre aux deux premières P, Q (u- 4^ «t 3;») : or, les angles AaiS, 
B(ttS sont rcsjieclivemenl supplémens des angles A/«G , B/«C ; les sious des angles 
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formés par la direction de la force S avec chacune des deux autres P, Q sont donc 
égaux à ceux des angles que forme la diagonale mC avec les directions des forcer 
P, Q; on aura donc (n'^ 52) pour le cas de trois forces qui se font équilibre au- 
tour d'un point matériel m, 

P : Q : s: :sin. (S,Q) : sin. (S,P) : sin. (P,Q), 

c'est-à-dire, que ces trois forces sont respectivement entre elles comme les sinus 
des angles formés par les directions des deux autres. 

60. Il suit de là que les problèmes que nous avons résolus depuis le n» 54 , 
jusque et y compris le n*" 58 , sont immédiatement applicables au cas de trois 
forces qui se font équilibre autour d'un point matériel. 

6t. Si les directions mkj mB (fig. i5) des deux forces P, Q appliquées en un 
point m y sont perpendiculaires^ k parallélogramme AmBG sera rectangle, et 
par conséquent aussi le triangle ÂmCj ce qui donnera 

(Gm)^=(Am)»+(AC)» 
ou R^=P^-t-Q* (lo) 



d'où R=KP"+Q* (il) 

62. Appelons a et h les angles AmC^ AGirt du triangle rectangle AmC, on 
aura (fiéo.j pi. n® Sgi)^ 

mA=mCXcos.a, et wB.^=mCXcos. &, 
oubien P=:;Rcos.a, et Q = Rcos.6. . . .(la) 

P 1 

dou cos.a=p^, et co8.6=:i^ 

P Q ^• • ('3) 

ou cos.a=-— =*== , et cos.é 



La formule (i i) fera connaître la résultante ^ et les formules (i3) sa directionv 

63. Si nons carrons les deux membres des équations (iti)/ il nous viendra 

P» = R» cos.2a et Q* = R* cos.'é 
ajoutons ces dernières membre à membre , et il viendra 

pi 4- Qa = R2 (cos.2a+ COS.'ft). 

Mais (formule lo) P^ + Q* = R*, nous aurons donc 

R* = R» (cos.* a + COS.» fr). 

Ce qui se réduit a i = €Os.^a-|- cos.^i (i4)- 

La somme des carrés des cosinus est donc ^ale à l'unité, c'est-à-dire au rayon 
du cercle pris pour unité. Ce principe est une modification de cette formule de 
trigonométrie (GÀ). pi. n* 371) R*=» cos.^a-f-sin.^a; car l'angle h étant le 
complément de a , nous ayons cos.6 ^ sin. a , et dans la ^dernière formule R = i» 
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64, Supposons tjiie trois forces P, Q , S, soient appliquées en un même point 
matériel m, (fig- lë) et <jue leurs directions m A., mB, mC ne soiait pas dans 
un même plan y mais disposées d'une manière quelconque dans l'espace ; si les 
portions niA, mB, mC des directions de ces forces 'sont respectivement propot^ 
tionnelles à leurs intensités , la diagonale du parallélépipède formé sur ces trois 
divites mA , mB , mC représentera en grandeur et en direction la résultante 
des trois farces P, Q, S, 

En effet la résultanle des forces P, Q, dont les directions sont dans le même 
plan WiADIÎ , sera représentée par la diagonale mD du paraBélogramnic mADB ; 
appclons-laT, celle resultante, et combinons-la avec la troisième composante S; 
comme les directions wiD, »iG des deux forces T, S, sont dans le même plan 
D/hGE, leur résultanle R sera représentée en grandeur et en direction par la 
diagonale «lE du paraliclcpipède ; mais il est évident que la résultante des deux 
forces T, S est la même que celle des forces données P, Q, S; doncla résultante 
de ces dernières est représentée aussi en grandeur et en direction |xir la diago- 
nale mE du iMraUélepi[»ède. 

05. Si les directions des trois composantca étaient rectangulaires, le paralle'- 
lëpipède formé sur les trois droites, qui représentent en grandeur et en direc- 
tion , les trois composantes, serait rectangle , et en vertu du n= 1 20 de la géomé- 
trie à trois dimensions , on aurait 

(mE)' - (mA)' + (».B)' + (».C)S 
ou Iiicn R" - P' + Q' + S' 



doù R = i^r^+Q'+S" 



..(■5) 



66. Supposons toujours trois forces rectangulaires appliquées en un même 
point m (fig. 1 6) , et appelons a , b , c les angles AhjE , BhiE , C«iE , que forme 
la direction »«E de la résultante avec celles »(A, mh , wiC des composantes: 
comme les triangles AmE , B/nE, CmE sont rectangles en A , B et C , nous au- 
rons (n" 62). 

P = Rcos.n, Q =Rcos.t, S = Rcos.c (i6). 

d*oti nous tirerons 

P , Q S . ^ 

cos.a = p-, cos-ô = ^, cos.c=^ (17) 

ces formules feront connaître la direction de la résultante, et peuvent se mettre 
sous la forme 

s (•■•('8) 
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67. Carrons les équations (i6), nous aurons 

P^ = R* COS.» a, Q^ = R' cos.^6 , S' =« R* cos*.c, 

€t ajoutons-les ensuite, il nous viendra 

Pa + Qi -I- S^ = R» (cos.^a + cos.^é -f cos.'c}. 

Mais P^ + Q* -}- S^ = R* ; nous aurons donc 

R2 =R2 (cos.^a+ cos.^ft-f-cos.'c) 
ce qui se réduit à 

i=cos.^a+cos.^i-f"COS.^c. . . .(19). 

6S. Supposons qu'on ait un nombre quelconque de forces P, P', P", P"' 

appliquées en un même point matériel m (fig. 17)^ dirigées comme on voudra 
dans V espace j et quon en demande la résultante. 

Pour résoudre ce problème, sur la direction mP de la première force P, on 
fera la longueur mA égale à autant d'unités de longueur, que la force P renferme 
d^unités de force; par le point A on mènera la droite AC parallèle à la direction 
mP' de la seconde force P\ et à partir du point A, on fera cette droite AC égale 
à autant d^unités de longueur que la seconde force P' contient d^unités de force \ 
la droite mC représentera en grandeur et en direction la résultante Q des deux 
premières forces P, P' (n 50). Par le point G on mènera la droite CE parallèle 
à la direction mP'^, de la troisième force P'^j à partir du point G on fera cette 
droite GE égale à autant d'unités linéaires que la force P'^ renferme d'unités de 
force , et la droite mE représentera en grandeur et en direction la résultante des 
forces Q, P", et par conséquent des trois premières forces P, P', P''. Par le point E 
on mènera la droite EF parallèle à la direction mV de la quatrième force P^' ; 
on fera cette droite EF égale à autant d'unités linéaires que la force P'^' ren- 
ferme d'unités de force, et la droite mF représentera en grandeur et en direction 
la résultante des forces S et Vy et par conspuent des quatre premières forces 
données , P, P', P'', P'^'. En continuant d'opérer de la même manière, on par- 
viendra de proche en proche à la résultante de tant de forces données qu'on 
voudra, appliquées en un même point, et dirigées, comme on voudra, dans 
l'espace. 

On remarquera qu'en suivant ce procédé, on formera un polygone m AGEFGm 
situé ou non situé dans un même plan , et comme l'ordre que nous avons suivi 
en combinant les forces données pourrait évidemment être interverti de plusieurs 
manières, il en résulte qu'on pourra former différens polygones du même genre, 
qui auront tous un côté commun mG qui est celui qui représente et en grandeur 
et en direction la résultante de toutes les forces données. Si ce côté était nul, 
c'est*à-dire, si le point G venait coïncider avec le point m d'application de toutes 
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les forces, il est évident que les forces donnccs seraient trelles-mèmcs en ^iii- 
libre. 

09. En suivant une marche inverse à celle que nous venons d'indiquer pour 
résoudre le problème précédent, on parviendra à décomposer une force donnée 
en autant d'aulrcs forces qu'on voudra, qui seraient toutes appliquées au même 
point m que la force donnée, et qui auraient des directions données quelconques 
dans l'espace. Ainsi, par exemple, si Ton donnait la force représentée par la 
droite mG (fig. 17), le point m étant son point d'application, par ce point m, 
on mènera tant de droilesHiP"mP"', HiP",»iP', wiP qu'on voudra, qui pourraient 
être prises pour les directions d'aulant de forées ; cela fait, par le point G on mè- 
nerait la droite GF parallèle à la direction mP"; on ferait cette droite GF égale 
à autant d'unilcs linéaires que l'on voudrait que la force P", appliquée suivant 
la droite i«P", contint d'unités de foice. Parle point F, on mènerait la droite FE 
parallèle à la direction mP'"; on ferait cette droite FE égale à autant d'unités de 
longueur qu'on voudrait que la force P"' continld'unités de force; par le point E 
on mènerait la droite EC parallèle à la direction de la force P", on ferait cette 
droite EG égale à autant d'unités de longueur qu'on voudrait que la force P" 
contint d'unités de force ; enSn, par le point G on mènerait les droites GA , GD 
respectivement parallèles aux directions »iF, mP, des deux dernières forces P', P, 
et les grandeurs de ces forces seraient représentées par les longueurs mD, m A. 

On voit que ce problème est susceptible d'une infinité de solutions, puisque 
toutes les forces, excepté deux, peuvent être prises arbitrairement. 



LEÇON IV. 



70. Supposons que, par un point donné dans l'espace, on mène une perpen- 
diculaire à la direction d'une force; le produit de l'intensité de cette force par la 
longueur de cette perpendiculaire sera ce qu'on appelle le moment de cette force 
par rapport à ce point. On' nomme aussi moment d'une force, par rapport à une 
ligne droite, le produit de cette force par la commune perpendiculaire à celle 
droite et à ta direction de la force. Enfin si un plan est parallèle à la direction 
d'une force , le moment de cette force par rapport à ce plan sera le produit de la 
Ibrce par sa distance au plan. 

On apjielle centre , ou axe , ou 'plan des momens , le point , ou ta droite , ou 
le plan auquel on rapporte les momens de plusieurs forces. On suppose toujours 
le centre, l'axe ou le plan des momens fixe dans l'espace, de manière pourtant 
qu'il peut prendre un mouvement de rotation. 
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La distance par laquelle il faut multiplier Hutensité d'une force pour avoir 
son moment prendra le npm de bras de levier de la force* 

Des moinens des forces parallèles. 

71. Supposons que deux forces parallèles P, Q agissent dans le même sens 
aux extrémités A, B d!'une droite rigide AB (Jlg. 18), perpendiculaire à la direc- 
tion des forces : si le centre des momens est le point G d'application de la résul- 
tante B , les momens des composantes P ^ Q seront égaux. 

En effet , en appelant p^q les br£|s de levier AG, GB, d'après le n'^ 39 nous 
aurons 

72. Les momens des composantes P, Q seront encore égaux j si on les rapporte 
à un axe EF (Jlg. 19) mené par le point d'application G de la résultante B dans 
une direction quelconque. 

En effet , si par Taxe des momens on mène un plan perpendiculaire au plan 
des directions des forces données , et que par les points A , fi oii les directions fies 
composantes P, Q rencontrent ce plan on abaisse les perpendiculaires AE^BF sur 
la droite EF, ces droites AE^ BF seront aussi perpendiculaires aux directions des 
forces , et par conséquent seront les bras de levier des composantes : les triangles 
CAE, GBF seront semblables, et donneront 

AC : GB : : AE : BF. 

Mais(n*37) Q:P;:AC:GBi 

donc q:p;:ae:bf. 

Et par conséquent P X AE = Q >^ BF , 

comme il fallait le démontrer. 

73. Les momens pour les composantes seront encore égaux si on les rapporte à 
un plan abcd (Jlg. 20) y mené par le point d'application G de la résultante, pan 
^ralUlement à la direction des composantes* 

En effet , si à ce plan abcd on abaisse , par les points d'application des compo^ 
santés , les perpendiculaires , AE , BF, la droite EF menée par les pieds E , F 
des perpendiculaires, passer^ évidemment pir le point G d application de la ré- 
sultante; par conséquent les forces?, Q produiront sur la droite EF le même 
effet que sur le plan abcfl; la question est donc ramenée à la précédente. 

Dans les trois cas que nous venons de démontrer, le moment de la i*ésultante 
^t zéro , puisque son bras de levier est zéro. Les momens des composantes , qui 
sont égaux, tendent à faire tourner le centre, Taxe ou le plan des momens, Tui^ 
pn sens contraire de Taulre , et se font équilibre. 
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74. Supposons deux forces parallèles agissant dans le même se^is aux extré- 
mités d^une droite rigide ÂB {fig. :2i)^ mais que le centre des momens soit le 
point D situé sur le prolongement de ÂB \ je dis que le momcfit de la i^ultante 
sera égal à la somme des momens des composantes. 

En effet, soit G le point (Inapplication de la râultante R, des forces P, Q ; 
appelons r le bras de levier CD de cette résultante j ci p^ q ceux AD, BD des 
composantes. Gela posé^ puisque R == P -|- Q (n° 33), nous aurons 

Rr=Pr+Qr...(a). 

Mais r = DC = AD + AG =/? + AG, et r = CD = BD — GB = 9 — CB : si 
donc nous multiplions ces deux égalités respectivement par P et Q , il nous 
viendra 

Pr=P/? + PXAG et Qr=Q7 — QXCB. 

En substituant ces valeurs de Pr, Qr dans l'équation (a), il en résultera 

Rr = P;, + PXAC + Q9-QxCB...(i); 
Mais P X AC — Q X CB = 0, puisque (n« 39) Px AC=QxCB , 
ce qui réduit l'équation (b) à Rr= P/? -[- Q? > 

et la proposition est démontrée. 

75. Si ton rapportait les momens des forces parallèles P, Q, qui agissent 
dans le même sens aux extrémités de la droite rigide AB (flg. 22) j à un axe DF 
mené comme on voudra dans le plan DBF perpendiculaire à la direction des 
forces^ cet axe DF rencontrant la droite rigide en un point D situé sur le pro- 
longement de cette dernière , le moment de la résultante égalerait encore la 
somme des momens des composantes. 

En efTet, si par les points d'application Â^ 6, G des composantes et de la ré- 
sultante on abaisse , à Taxe DF, les perpendiculaires AE, BF, CG , les triangles 
semblables DAE, DGG , DBF donneront 

bf:bd:;ae:ad=2Exae^ 

et BF : BD : : CG : DC = °"^^^ . 

Biais (n» 74), DCX R = PXAD + QXBD; si donc, dans cette ^alité, 
nous substituons les valeurs de AD et de DG données par les proportipns précé- 
dentes , il nous viendra 
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et en divisant por BD et multipliant par BF , 

RXCG = PXAE + QXBF, 

comme il fallait le démontrer. 

76. Le moment de la résultante de deux forces parallèles agissant dans le 
même sens ceux extrémités d'une droite rigide AB, (^fig. 23) serait encore égal à 
la somme des momens des cotuposantes , si Von rapportait les momens à un plan 
abcd^ parallèle à la direction des forces j et mené par un point D quelconque 
pris sur le prolongement de la droite ÂB , qui joint les points d* application des 
composantes. 

En effets si par la droite rigide AB on mène un plan perpendiculaire au plan 
ahcd des momens, Tintersection de ces deux plans sera une droite DF qui passera 
sur le point D où la droite AB perce le plan des momens , et les perpendicu- 
laires AE, BF, GG, abaissées des |X)ints d'application des composantes et de la 
résultante sur le plan des momens, auront leurs pieds sur la droite DF ; or, il est 
évident que les forces données produiront sur le plan des momens le même efTet 
que sur la droite DF, d'où il suit que la proposition est démontrée. 

77. Supposons toujours que deux forces parallèles j agissant dans le même 
sens y soient appliquées aux extrémités d'une droite rigide AB {flg. 24)^ mais 
que le centre des momens soit situé au point D sur la droite rigide AB entre ses 
extrémités ; je dis qu^alors le moment de la résultante sera égal à la différence 
des momens des composantes. 

En effet, les forces parallèles agissant dans le même sens, nous donneront 

R=P + Q, 
par conséquent Rr = Pr -f Qr. . . (a). 

Mais r = CD=AC — AD = AG— ;>,etr==GD = DB~-GB=7— CB; 
multiplions ces égalités respectivement par F et Q, et il nous viendra 

Pr = PXAC — P/7 et Qr=Q9 — QXCB. 

Substituons ces valeurs de Pr et de Qr dans l'égalité (a) ci-dessus , et il nous 
viendra Rr=PX AG — P;>-|- Qç — QXGB, 

et comme PXAG — QXBC = a, 

il nous restera 

comme il fallait le démontrer. 

78. En suivant la marche tracée aux n^ 75 et 76, on démontrerait que si 
l'axe EF (fig. ^5), ou le plan abcd (fig. 26), coupe la droite rigide A B en un 
point D quelconque entre ses extrémités, le moment de la résultante sera encore 
égal à la différence des momens des composantes. 

79. Nous avons vu (n^ 43) que quand deux forces parallèles agissent en sens 
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contraire aux extrémités d'une droite rigide AB (fig. ^7), leur résultante 
R = P — Q, agit dans le sens de la plus grande composante, et son point d'ap- 
plication est situé en G sut le prolongement de la droite rigide AB, du côté de 
la plus grande composante. 

Cela fosé y supposons que, sur le prolongement de la droite rigide AB, on ait 
pris le centre D des moniens; je dis que^ dans ce cas^ le moment de la résultante 
sera égal à la différence des momens des composantes. 

En effet, puisque les composantes agissent en sens contraire (n* 42), on a 

R=P-Q, 

en multipliant par r , il viendra 

Rr=Pr— Qr (a). 

Mais r = DG=AD— AC=/?— AC, 

et r=GD=-BD— BG = 7— BG; 

en multipliant ces égalilés respectivement par P et Q, il viendra 

Pr=P;,_PXAC, et Qr=Q9-QXBG. 

En substituant dans Tégalité (a) , on aura 

Rr=P/^— PXAC— Qç + QXBC. 

Mais QXBC— PXAC=:o; 

donc Rr = P/? — Q^ , 

ce qu'il feUait démontrer. 

80. En raisonnant d'une manière analogue à celle des n""* 75 et 76 , on dé- 
montrerait que la proposition précédente a encore lieu dans le cas où Ion rap- 
porte les momens à un axe DF (fig. 28) ou à un plan nU^cd (fig. 29). 

81 . Supposons la même chose que dans le n"" 79, mais que le centre D des 
momens soit situé entre les extrémités A, ^B Çftg. 3o) de la droite rigide AB ; 
je dis que, dans ce cas, le moment de la résultante sera égal à la somme des 
momens des composantes. 

En effet 9 nous aurons encore R = P — Q, 
et par omséquent Rr = Fr — Qr. . . . (a). 

Mais r=CD=AC+AD=AC+/?, et r=CD=BC — BD=BG— 7 , 
d'où Fr = PXAG + P/i, et Qr = QXBC — Q9. 

En substituant donc dans l'équation (a)^ il viendra 

Rr^PXAC + P/i-QXBC + Qy. 
Mais PXAC — QXBC = o, 

donc JXr = Pp^Qq^ 

ce qu'il &llait démontrer. 
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82. On démontrerait par le raisonnement des n^ 75 et 76 que ce théorème a 
lieu aussi quand on rapporte les momens à un axe GF (fig. 3 1) ou à un plan abcd 
(fig. 33). 

83. En rapprochant les théorèmes précédens sur les momens des forces paral- 
lèles^ on reconnaîtra que toutes les fois que les momens des composantes tendent 
à faire tourner le centre, Vojce ou le plan des momens dans le même sens, le 
moment de la résultante est égal à la sc/mme de ceux des composantes ; et que 
toutes les fois que ces derniers momens tendront à faire tourner le centre , Vojce 
ou le plan des momens en sens contraire , le moment de la résultante sera égal à 
la différence des momens des composantes y et agira dans le sens du plus grand 
inoment composant. 

Dans le premier cas, on aura généralement 

Rr=P/^ + Q7....(ao), 
et dans le second , 

Rr-=P/?— Q90uRr = Q9 — P/?....(ai) 

(suivant que Vp sera plus grand ou plus petit que Q9)) et de ces équations on 
tirera 

,=^±_Q2, et r=Jl--^ ou r=Q2rL^...(.aJ 

en observant que R = P -}- Q quand les composantes agissent dans le même sens, 
et R=:P — Qou=Q — P, dans le cas contraire. 

84. Proposons-nous , maintenant , de résoudre ce problème : Plusieurs forces 
parallèles P , P', P'^, P''^^ agissant dans le même sens, sont appliquées à des points 
matériels situés comme on voudra dans V espace y et liés entre eux d^une manière 
invariable ; on demande le moment de la résultante de toutes ces forces y par rap- 
port à un axe fixe quelconque HO. 

Par la direction d'une des forces données^ menons un plan parallèle à Taxe OH 
(fig. 33), et par cette dernière droite un plan qui soit perpendiculaire au pre- 
mier , qui coupera les directions des forces en des points A , B^ G, D, qui pour- 
ront être pris pour les points d'application de ces forces (n° 23); abaissons par ces 
poin is Â , B , G , D les perpendiculaires AH , BK , GN , DO , a Taxe des momens HO ; 
ces perpendiculaires seront les bras de leviers des forces données; représentons-les 
respectivement par /?, //, p'\ p'". 

Gela posé, r on joindra par une droite AB les points d'application A^ B des 
deux premières forces P, F \ sur cette droite AB , on cherchera le point d'appli- 
cation E de la résultante S de ces deux premières forces (n"" 38); par ce point E, 
on abaissera la perpendiculaire El sur HO , et on aura d'une part 

S=F+F 
et de l'autre SXEI=PXAH + P'XBK 
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OU SXEI^P/'4-P>' C4 

2" On joindra le point E d'application de la force S et celui G de la force P" 
par la droite EG, sur laquelle on cherchera le point d'application F de la résul- 
tante T des forces S , P", et on aura d'une part 

T = S+P" = P + P'+P"....(ft), 
et de l'autre TXFL^SXEH- P'XGN, 

ou en mettant pour SX El sa valeur (a) , et au lieu deP" X CN, sa valeur P"^/', 
TXFL = Pp-i-Py ^?Y....{c). 

3" On joindra le point F d'application de la l'ésultante partielle T k celui D de 
la force P" par la droite FD, sur laquelle on cherchera le point G d'application 
de la résultante R des forces T , P"', par lequel on alxiissera la perpendiculaire 
GM à l'axe OH, et on aura d'une part 

R = T + P'"= P + P' + P" + V"....{d), 
et de l'autre U X GM ou Rr= T X FL + P"'X DO , 
ou R'' = Vp-{- Vp' + PV"+ P'V"-..- (33). 

En eonlinuant d'opérer de cette manière, s'il y avait un plus grand nombre 
de forces données, on parviendrait, de proche en proche, à la résultante de toutes 
les forces et au moment de cette résultante, ce k quoi peut conduire directe- 
ment la formule (23). 

La formule (23) divisée par la formule (d) ei-dc5sus, donnera 

,._P/> + PV + P"/'"+ PV" ..,,^ 
p^-P' + F'+P"' ■■•'''*'' 

D'où l'on voit que, pour avoir le bras de levier de la résultante, il faut diviser 
la somme des momens des composantes par la somme de ces composantes. 

85. Si Ton avait un système de forées parallèles dont les momens des unes 
tendraient à produire un mouvement de rotation dans un sens autour de l'axe 
des momens, et ceux des autres forces à produire un mouvement en sens con- 
traire, on chercherait , comme dans le n' 84, le momenlde la résultante de toutes 
celles qui tendraient à faire tourner l'axe dans un sens, ensuite le moment de la 
résultante de toutes les autres, et enfin le moment résultant total de ces deux mo- 
mens résultans partiels, d'après le principe du «" 83. Ainsi, par exemple, si 
P, P', P", P"', sont des forces dont les momens tendent à faire tourner l'axe dans 
un sens, et Q.Q, Q", Q"' d'autres forces dont les momens tendent à faire tourner 
l'axe en sens contraire, en appelant p, />', p", p"'...., ç, ç' , g", q'".— , et r 
les bras de levier des forces, on aura, |X>ur la résultante , la somme algébrique 
suivante : 

B = p + F' + P" + P". . . . _ ( Q + Q' + Q- + Q". . . , ) 
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en donnant le signe + aux forces qui agiront dans un S|ns , et le signe — 
à celles qui agiront en sens contraire; et le moment de la résultante sera 

^r = ?p + Pp' + fY + F'^p^. . . — (Q^ + Q'9' + 0^9" + Q"Y'-) 
et partant , le bras de levier de cette résultante sera 

p^ + Py^ + Fy + FV^.. - {^q-\'qfq^ + ^<i' + <yV^ .^rN 

P + F + F'-j-F^.. — (Q + Q -fQ'' + Q"'..0 "'^ ^ 

86. Si Ton demandait le moment résultant de tant de forces parallèles qu'on 
voudrait , appliquées en des points matériels situés dans Tespace d'une manière 
quelconque , et liés entre eux d'une manière invariable , les momens étant rap- 
portés à un plan parallèle à la direction des forces, après avoir abaissé^ par les 
points d application Â, B, G^ D (fig. 34) des forces données des perpendicu- 
laires ÂH , BK , CN , DO j sur le plan des momens ahcd , on se conduirait 
exactement comme dans le n^ 84. Ces deux procéda sont tellement semblables^ 
qu'ayant eu soin d'indiquer les choses par les mêmes lettres^ pour obtenir le mo- 
ment de la résultante, on pourra relire le numéro cité, en se servant de la fig. 
34 qui représente la question actuelle au lieu de la fig, 33. 

Des momens de forces non-parallèles. 

87. Supposons deux forces P» Q dont les diretions concourent en un point 
m (fig. 35 ) *, si le centre D des momens est sur un point quelconque de la direc- 
tion mD de leur résultante R ^ ^ momens des composantes seront égaux y et 
celui de la résultante sera nul ; de sorte que le système sera en équilibre au^ 
tour du point D. 

Le moment de la résultante est évidemment nul, puisque son bras de levier 
est zéro. De là on pourrait en conclure que les momens des composantes sont 
égaux ^ car on voit que ces deux momens tendent à produire un mouvement 
de rotation en sens contraire l'un de l'autre autour du centre des momens , et 
comme le moment de la résultante est nul, il làut que ces deux momens com- 
posans se dissent équilibre, et soient par conséquent égaux. Mais voici une 
autre démonstration de cette vérité. 

Si , par le point D de la direction de la résultante ^ on abaisse les perpendi- 
culaires DÂ, DB sur les directions des forces P, Q, les triangles rectangles 
AmD , BmD donneront ( Géo. , pi. n® 389 ) 

le premier i I Dm ; ; sin. (R, P) : AD, 

et le second i : Dm : : sin. (R, Q) : BD; 

donc, sin. (R, P) I sin. (R, Q) I ; AD : DB. 



■t 
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Mais (11° 52) 



q:p: 



,(R.p): 



.(li-Q); 



donc , Q : P : '. AD : DB i 

d'où QXDB^PXAH, 

ce qu'il fallnit flcmontrcr. 

88. Si le centre D des momens (fig. 3r>) au lieu d'être sui- la dii'cctïon de la 
résultante ctait sur celle »iD d'une composante Q, on déraonlieraït , comme au 
dernier numc'ro, tjue le moment R X DIÎ de la résultante, est égal à celui 
P XDA de l'autre composante P. 

89. Suj}]X)soits que deux forces P, Q concourent en un point m {jig. Sy) , et 
gue le ceiUiv D des nioinens soit situé sur le plan des directions de ces forces , 
mais au dehors de Vamjle fjiC elles forment ; je dis que le moment de Ui résultante 
sera étjal ii la somme de ceux des com/fosantes. 

En cflet, menons la droite «tD pur le |wint m d'application des forces et le 
centre D des momens; et décomposons lu force P en deux autres , l'une P' dirigée 
suivant la droite wiD, et l'autre P" suivant la direction de la force Q ; si la 
force P est représentée par la longueur »iG , la force P' le sera par mE , et 
l'autre P" par inF, en supposant construit le parallélogramme mEGF. 

Cela posé , par te centre D des motncns , abaissons les perpendiculaires 
DA, DB , DC respectivement sur les directions des forces données P, Q , et de 
leur résultante R; comme le centre D des momens est sur la direction mD de 
l'une P' des composantes de P, le moment de celte dernière sera égal à celui de 
son autre composante P" dirigée suivant »(F (n" 88) , de sorte que 
PXDA=P"XDD...(«). 

Mais la résultante R des forces données P, Q est aussi celle des trois forces P', 
P") Q, dont deux P", Q agissent dans le même sens suivant la même droite wiQ, 
et se composent en une seule égale à P" + Q : la résultante R des forces données 
sera doue aussi celle des forces P' et (P"-+-Q); or, le centre des momens est sur 
la direction de la force P'; par conséquent, les momens de ta résultante R et de 
la composante (P" + Q) sont égaux (n" 88); nous aurons donc 

RXDC^(P" + Q)XDB=P"XDB + QX 0B; 
ou bien en vertu ' . .quatîon (a) 

RXDCXP=AD + QXDB, 
comme il fallait le démontrer. 

00. Sapfmsons toujours deux forces P, Q concourantes en un point m {fg- 38) » 
nuiis que le centre D des momens soît situé dans l'angle et dans le pliut des direc- 
tions des forces données P, Q ; je dis que le moment de leur résultante sera égal 
à la différence de ceux des composantes. 
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Pour le démontrer 9 on décomposera la force P en deux autres , Tune P' dirigée 
suivant la droite mD qui joint le centre D des mom^ns et le point d'application 
m des forces données , et l'autre P'^ suivant la même droite mB que la seconde 
force donnée Q , mais agissant en sens contraire. Si la composante P est repré* 
sentée par la longueur mG^ et que Ton construise le parallélogramme GEmF, les 
longueurs mE., mF représenteront les composantes P', P'^ 

Cela posé, par le centre D des momens , abaissons les perpendiculaires DÂ, 
DB , DG respectivement sur les directions des composantes P, Q et de la résul- 
tante R ; comme le centre des momens est sur la direction de la composante P' de 
P, le moment de «jette dernière sera égal à celui de son autre composante P'^ ; 
ainsi nous aurons 

PXAD = P''XDB....(a). 

Mais la résultante R des composantes P, Q est aussi celle des trois forces P', P'"^ 
Q, dont deux P^', Q agissent en sens contraire suivant la même droite mQ; elles 
se composeront donc en une seule égale à Q — P", de sorte que la force R sera 
la résultante des deux forces P' et (Q — P"); or , le centre des momens est sur la 
direction de la composante P'; le moment de la résultante R sera donc égal à 
celui de la composante (Q — P") : on aura donc 

R X DG = (Q— P') X DB = Q X DB — P"X DB, 

ou oien , en ayant égard à l'équation (a) ci-dessus , 

RXDC = QXDB — PX AD, 

comme il fallait le démontrer. 

91. Il est facile de voir dans la figure 87 que les momens des composantes 
tendent à faire tourner le centre des momens dans le même sens, et que, dans la 
figure 38 ,. ils tendent à faire tourner le même point en sens contraire. De là , il 
faut conclure que le moment de la résultante de deux forces qui concourent en un 
point est égal à la somme ou à la différence des momens des composantes , suivant 
que ces derniers momens tendent àfa^ire tourner le centre des momens dans le même 
sens ou en sens contraire j comme dans le cas des forces parallèles. 

92. Deux forces j dont les directions ne sont pas dans un même plan y ne 
peuvent jamais se composer en une seule résultante; de sorte quCj pour les mettre 
en équilibre j il faut au moins remploi de deux forces. 

En efiet , si ces deux forces avaient une résultante , par un point de la direc- 
tion de celte résultante^ on pourrait toujours mener une droite qui rencontrât 
la direction de Tune des composantes sans être dans le plan de la direction de 
l'autre composante; car, d'après l'hypothèse, le plan mené par la direction de 
la résultante et de la première composante ne passerait pas par la direction de 
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la dernière composante. Ainsi, si l'on rendait cette droite fixe, elle détruirait 
l'effet de la résultante, et par conséquent les forces données devraient être en 
équilibre autour de cet axe, ce qui ne peut avoir lieu, puisque l'une des com- 
posantes a un moment nul autour de cet axe (celle dont cet axe rencontre la 
direction), tandis que l'autre a un moment qui ne saurait être nul, puisque sa 
direction passe au-dclii de l'axe des momcns. Ainsi , ces dbux moinens composans 
ne sauraient se détruire, et par conséquent les forces données ne peuvent point 
se composer en une seule. 



LEÇON V. 

Des centres de gravité des polygones. 



. On appelle masse d'un corps la quantité absolue de matière qui le coni' 



sans avoir égard a son 



volu 



r des volumes 



pose, 

11 suit de là que deux corps de même masse peuvent a 
et deux corps de même volume peuvent avoir des masses dilTérentes. 

94. Si l'on divise la masse d'un corps par celle d'un autre corps de même 
volume et soumis à la même température, le quotient sera la densité du premier 
par rapport à celle du second. Ainsi, un corps est plus ou moins dense, selon 
que, sous un volume donné, il renferme plus ou moins de matière. 

95. Tous les corps abandonnés à eux-mêmes se précipitent à la surface de la 
terre , en se dirigeant en ligne droite vers le cenire de ce globe. Nous ignorons 
quelle est ta nature de la force qui fait ainsi tomber les corps ; mais nous ne pou- 
vons nier son existence j puisque ses cfièls nous sont sensibles et que nous pou- 
vons les apprécier. Pour designer cette force inconnue, on lui a donné les noms 
de gravitéy de pesanteur, d'attraction. Elle agit avec la même inlonsilé sur toutes 
les molécules de matière (|ui sont situées à la même distance du centre de la 
terre ; mais sur les molécules placées à des distances différentes de ce centre , elle 
agit en raison inverse des carrés de ces distances. Toutefois, attendu que les corps 
que nous considérons autour de nous à la surface de la terre sont à de très- 
petites distances les uns des autres, comparativement à la grandeur du rayon 
terrestre, qui est d'environ i,435 lieues, ou.3,27i,8G4 toises, nous pouvons 
regarder les molécules de ces corps comme étant animées de la même pc?anleur. 

96. ]\ous regarderons comme mathématiquement parallèles les droites sui- 
vant lesquelles les moléetiles des corps sont attirées vers le centre de la terre, 
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parce que i<> ces droites forment des angles très-petits, attendu le très-pea 
d'éloignement respectif des molécules matérielles que nous considérons; ^^ nous 
ne considérerons de ces droites que de très-petites longueurs , comparativement 
à la distance du centre de la terre où elles tendent à se rencontrer. 

97. La résultante des gravités de toutes les molécules d'un corps est la pesan- 
teur de ce corps ; et comme les directions des gravités des molécules sont paral- 
lèles, il s'ensuit que la pesanteur ou la gravité d'un corps est la somme des 
gravités de toutes ses molécules. Cette somme des pesanteurs des molécules d'un 
corps est aussi ce qu'on appelle le poids de ce corps. 

98. Comme les gravités de toutes les molécules d'un corps sont égales^ le poids 
d'un corps est proportionnel au nombre de ses molécules; mais il en est de même 
de sa masse; d'où il suit que ces deux choses seront toujours exprimées par les 
mêmes nombres; par conséquent^ quand il s'agira de la masse d'un corps, nous 
pourrons la désigner par son poids, et réciproquement l'un par l'autre. 

99. Puisque les directions des pesanteurs des molécules sont parallèles , il existe 
dans l'intérieur d'un corps un point qui est le centre de ces forces parallèles 
(n** 48), et ce point est ce qu'on appelle le centre de gravité du corps. 

Si l'on suspend un corps par un fil , ce fil sera tendu suivant une ligne droite 
verticale qui passera par le centre de gravité du corps, quelle que soit la position 
qu'on donne à ce dernier par rapport à la direction du fil. La tension de ce fil 
sera éf^ale et directement opposée au poids du corps. Tout cela est une suite im- 
médiate des principes des forces parallèles. 

On conçoit qu'une force égale au poids du corps , qui serait dirigée drns le 
même sens , suivant la même droite, produirait sur le fil la même tension que 
le poids du corps; d^où il suit qu'on peut faire abstraction du volume du corps 
pour ne considérer que son poids suspendu à son centre de gravité , qui est le 
point d'application de la* force qui produirait le même effet. 

100. Le poids d'un corps s'obtient en multipliant son volume par le poids 
de l'unité de volume de la même matière que ce corps. Ainsi p étant le :poids 
vie celte unité , et (^ le volume du corps en question, son poids P sera donné par 

l'équation P = vp. 

La quantité représentée par p est ce qu'on appelle la pesanteur spécifique du 
corps \ on l'obtient en divisant le poids du corps par le poids d'un pareil volume 
d'eau distillée , et soumise a la température moyenne de l'année, qui est d'en- 
viron 1 8 degrés centigrades. 

Nous reviendrons sur les pesanteurs spécifiques des corps. 

Ces préliminaires étant posés, passons à la recherche des centres de gravité 
des lignes , des sur&ccs et des corps. 
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<01. Le centre de grmnté d'une ligne droite chargée titilformémenf de poids 
égaux est au milieu de sa longueur. 

En eflêt, cetle droite est dans le même cas que si rtle était soumise à l'action 
d'une infinité de forces {larnllcles, ëyales, nniforme'ment distribuées sur la lon- 
gueur de la droite , et agissant toutes dans le même sens. P,ir mnséquent 
(n" 35) le point d'îipplicalion de la résidtantc de toutes res forces , ou , en d'au- 
tres termes , le centre de gravité de la droite est au milieu de sa longueur. 

102. Si une dmite AB (ftg. Sp) divise en deux parties symèltiques la figure 
fjuelcongué ABCD, cette dmite AB contiendra le centre de gravité de celte figure , 
tant de sa superficie que de son contour , uniformément chargés l'un et l'autre. 

En effet , si l'on mène une infinité de parallélrs ai , cd... infiniment près 
les unes des autres, et dans la direction qui leur convient pour être divisées 
en deux parties égales par la droite AB , on pourra regarder ces droites comme 
étant les élémens de la figure , pour le cas de la superficie , et |)ar conséquent 
comme des droites uniformément chargées dans (ouïes leurs langueurs. Dan» 
le cas du contour, les extrémités de ces droites seront les points élémentaires de 
ce contour, et seront également pesans deux à deux. 

Cela jxisé , il est facile de voir que les centres de gravité de tontes ces droites 
sont au milieu de leurs longueurs, tant pour le cas de la superficie que pour 
celui du contour. Or, la droite AB passe par les milieux de toutes ces droites 
ah , ed... ; donc elle contient leurs centres de giavilé. Cette droite AB pourra 
donc être regardée comme étant le lieu des points d application d'une infinité de 
forces parallèles, agissant dans le même sens , et resj)ectivement égales aux 
poids des doubles ordonnées de la figure en question , pour le cas de ta super- 
ficie, et ù la somme des poids des élénieus du contour situés sur les extrémités de 
ces doubles ordonnées, dans l'autre cas. De là , tl s'ensuit que le point d'applica- 
tion de la résultante de toutes ces forces , qui est évidemment le centre de gravité 
de la figure, est sur la droite AB. 

103. Il suit de là que si une figure plane peut être divisée en deux [larties 
égales par deux difli-rcntes droites qui se coupent, le point d'intersection de ces 
deux droites sera le centre de gravite de la figure, tant pour sa superficie que 
pour son- contour ; car, d'après ce qui vient d être démontré , ce centre doit se 
trouver k la fois sur ces deux droites, pui5f[ue chacune d'elles divise la figure en 
lieux parties symétriques. 

104. De là résulte que le centre de gravité d'un polygone régulier , d'un pa- 
rallélogramme quelconque, d'un cercle, d'une ellipse, cl de toute autre figure à 
icntre et uniformément chargée dans toute son étendue, est le centre même de 
figure , tant pour la superficie que pour le contour. 

1 05. Cherchons maintenant le centre de gravité du périmètre ou contour d'un poly- 
gone quelcongue XUCDEÇfiy.^»), supposcnniformémcntchargédans tousses points. 
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Nous chercherons d^abord le milieu de chaque côté du polygone qui sera son 
centre de gravité. Soient a,b^c^d^e ces centres ; cela posé , nous joindrons 
par la droile ab les centres de gravité a, b des deux côtés contigus AB , BG. 
Nous sup|X)serons suspendus, aux points a, &, des poids respectivement égaux 
à ceux des côtés AB , BG , qui seront des forces parallèles agissant dans le même 
sens , aux extrémités a, & de lu droite ab. Gomme les poids des côtés AB , BC 
sont proportionnels à leurs longueurs, nous diviserons la droite afr , en deux 
segmens a/, fb^ réciproquement proportionnels aux longueurs AB , BG , et le 
point / sera le centre de gravité du système des deux premiers côtés AB^ BG 
(n« 38). Par la droite fc , nous joindrons le point /et le point c , et nous divi- 
serons cette droite fc en deux segmens fg , qc réciproquement proportionnels 
aux longueurs AB + BG et GD, et le point g sera le centre de gravité du sys- 
tème des trois côtés AB, BC, GD. Par la droite dg y nous joindrons les points g 
et e/ , et nous diviserons cette droite dg en deux parties gh ^ hd^ réciproque- 
ment proportionnelles aux longueurs AB -f* BG + GD et DE , et le point h sera 
le centre de gravité du système des quatre côtés AB, BG , GD , DE. Enfin , nous 
joindrons les points h et e par la droite he , que nous diviserons en deux parties 
AG, Ge, réciproquement proportionnelles aux longueurs AB-|-BG+'GD + 
DE et EA , et le point G sera le centre de gravité demandé. 

106. Par la théorie des momcns, on parviendrait, d'une manière plus com- 
mode pour le calcul, à la détermination du centre de gravité G du contour d*un 
polygone quelconque abcde (fig. /[i). 

En efTet, rapportons les momens des côtés de ce ])olygone à une première droite 
quelconque AB; pour cela, par les milieux ou les centres de gravité/, g,hy i, 
k de ces côtés, abaissons les per|>endiculaires/o^ gp^ hn^ im, kl y qui seront les 
bras de levier des côtés ea^ab^bc^ cd, de, et multiplions respectivement ces bras 
de levier par les côtés du polygone auxquels ils appartiennent, nous aurons, pour 
la somme des momens de ces derniers, ax + bx" + cx'''+ dx^^'-^ex'y en appelant 
a y b, CydycXe,^ côtés, et x\ x' , x"'y x"\ x^j leurs bras de levier /o^ gp, etc. La 
résultante des poids des côtés du polygone sera égale à leur somme a -|- & -{- c + 
c/4-e; appelons x la distance nG à Taxe AB , du point G d application de cette 
résultante ou du centre de gravité demandé, et nous aurons (n" 84 ) 

x(a+ b+c+d+e)=zax'+bx"+cx"+dx'''+ex' ; 
^'^^ .r=nG= ^-^^-^^ ....(,6) 

Kn rapportant ensuite les momens des mêmes côtés à une seconde droite AC, 
faisant un angle quelconque avec la première AB, et «ppelanty^ j", j'^,y, y les 
distances fr^ gt^ Am, is^ kq des centres de gravité des côtés a, b, c... du poly- 
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gone, et y le bras de levier tQ de la rdsullante des poids de ces cotés, nous 



d"o 



j—tu— _ , j, -, j, „ —■\'^j) 



En menant aux droites AB, AC des parallèles (G, mG, aux distances nG, 
ïG calculées d'après les formules (ï6) et (27)1 ces droites ^G , hG se couperont 
en un point G qui sera le centre de gravité demande. 

■107. Pivposons'ttous maintenant de trouver le centre de gravité de Vaire 
d'un triangle rectiligne quelcoiitfue AtîG (/j- 4^) uni formément chargée de poids 
égaux. 

Pour y parvenir, on supposera que le triangle donné est décomposé en élé- 
mens infiniment étroits , parallèles au côlé AB ; ces élémens pourront être regar- 
dés comme des lignes droites matérielles ; les centres de gravité individuels de 
ces droites seront leurs milieux. Mais si par le milieu du côlé AB on mène ta 
droite DC au sommet opposé C du triangle, celte droite DC divisera en deux 
parties égales toutes les parallèles à AB; elle contiendra donc les centres de gra- 
vité de ces dernières , et par conséquent aussi celui du triangle. Si l'on avait dé- 
composé le triangle en élémens parallèles au côté AG, la droite F.lî , menée du 
sommet Bau milieu du côté AG, diviserait ces nouveaux élémens en deux parties 
égales ; cette droite EB contiendrait donc aussi le centre de gravité du triangle ; 
d'où il suit <|uc ce centre est le point G où les droites CD, EU se coupent. 

1 08. Il résulte de là que le centre de gravité d\ui triangle tvctiUgne quelconque 
eit situé sur une droite menée par un sommet au milieu du côté opposé , à une 
distance de ce sommet égale aux deux tiers de ta sécante. 

En effet , menons la droite DE ( fig. 4^ ) après avoir mené les deux droites 
CD, BE, par les sommets C, B, et les milieux des côtés AB, AC : les points 
D, E élaiit les milieux des côtés AB, AC, la droite DE sera parallèle à BC ; 
d'où il suit <)ue les triangles DGE, CGB sont semblables et donnent 

CG : DE : : cg : dg. 

Mais BC est double de DE , comme AB est double de AD ; donc aussi CG est 
double de DG , ce qui donne DG ::= jCG ; mais CD = CG -h DG j ou en subs- 

3CG 



CDr 
E enfin CG :=^ - 



: il fallait le dci 



109. Supposons que le triangle FIIN (/Ig. 43) soit la projeclîim , sur un plan 
donné ahcd j d'ail triangle rectiligne quelconque K^Ç. , situé comme on voudra 
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dans tespace ; je dis que si G est le centre de granité du triangle donné , la pro^ 
jettante GM de ce centre de gravité sera égale au tiers de la somme des projet- 
tantes des trois sommets : c^est-Ht-^dire que 

En effet le point D étant le milieu de BG, on aura d'abord 

DL=^^L+nî! Ça) 

Ensuite , par le point Â, menons la droite ÂI parallèle à EL, nous aurons 
DI ou DL — LI : GK ou GM — KM : ; AD : AG : 1 3 I 2 ; 
d'où nous tirerons 2 (DL — LI ) = 3 (GM —KM ) , 
ou aDL — 2AF = 3GM — 3 AF 5 

en mettant pour LI et pour KM leur égale AF. 

3GM — AF 
d'où DL = . 

En comparant cette valeur de DL à: celle donnée par l'équation (a) nous 

CN + BH 3GM— AF ^^ , o„ ^^„ .„ 
aurons — — — = ou CN + BH= 3 GM — AF, 

ce qui donnera enfin G1VI = 5 , (28) 

comme il fallait le démontrer. 

Si le plan du triangle ABC (fig. 44 ) ^^^î^ perpendiculaire au plan de projec- 
tion, sa projection sur ce plan serait une droite FH , et on aurait encore 

410. Pour avoir le centre de gravité d'un trapèze ABCD (fig. 4^)) on le dé- 
composera d'abord en deux triangles ABC , ACD par la diagonale AG ; par les 
milieux H , I des bases parallèles AB , GD j on mènera lés droites CH , AI aux 
sommets opposés G, A; sur ces droites, on marquera les centres de gravité 
F, E des deux triangles (n"" 108) ; on joindra ces deux centres par la droite EF , 
sur laquelle sera le centre de gravité du trapèze ; mais il est évident que ce même 
centre sera aussi sur la droite Ht qui joint les milieux des bases parallèles du 
trapèze \ car cette droite HI diviserait en deux parties égales les élémens du 
trapèze parallèles aux bases : le point G où les deu]^ droites EF, HI se rencon- 
trent sera donc le centre de gravité demandé. 

1 1 1 . La distance GM du centre de gravité G du trapèze , pa^^ rapport a la 
grande base ^ a pour expiession, 

GM=-y-X AB+DC* ^^^^ 



En e/Tel, soient E, F 
posent le trapèze , nous aurons (i»" 109) 

KE=iM^ et FL= 
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centres de f^ravitédes triangles ACD,ACB qui com- 



»1N 
3 ■• 



..(») 



D'ailleurs on peut supposer aux deux points E et F deux forces parallèles agis- 
sant dans le même sens, et respectivement égales aux poids des triangles ÂCD, 
ACB , (]ui sont proportionnels à leur supfTficie , lesquelles sont ellcs-mcmes pro- 
portionnelles aux bases comme ayant même hauteur : ainsi , la force appliquée au 
point E sera représentée par la di'oile DC , et celle appliquée au point F par ta 
droite AB. On aura les momcns de ces forces en multipliant ces di'oitcs DC , AB , 
par les bras de levier donnés par les formules («) ; la somme de ces momens sera 

donc DCX^+AUx!^=^X(2DC+AB) (S) 

La résultante de ces deux forces sera égale à leur somme AB+DG, c|ui, mullî- 
pliée par la distance MG du centre de gravité du trapèze , qui est le point d'ap- 
plication de cette résultante, donnera le moment résultant qu'on égalera au 
second membre de l'équalion (/»), et on aura 



(AB + DC)X!^IG^ 



-^X('-'DC-hAB). 



AB+DG ' 

comme il fallait le démontrer. 

i 12. Tivtn'cr IcceiiU-e de gravité de l'aire d'un po/ygone quclcouffue ABCDE 
(fig. 46 ) supposée chargée uniformément. 

Décomposons ce polygone en triangles ABE, EBD et DBG; déterminons les 
centres de gravité a, b, c de ces triangles (n" 108), et à ces points supposons 
suspendus des poids proportionnels aux aires de ces mêmes triangles. Gela posé , 
il est évident que le point g d'application de la résultante de toutes ces forces 
ou poids sera le centre de gravité du polygone proposé ; en combinant donc ces 
poids deux à deux , comme il a été dit au n" 'lOS , on arrivera de proche en 
proclieà la solution du problème, en prenant, au lieu des calés du polygone, les 
aires des triangles qui le composent, 

■113. On peut résoudre le même problème par la ibéorlc des momcns, ainsi 
qu'il suit : 

Prenons pour axes des momens les droilcs quelconques A' B' , A'C (fig. 47)) 
et par les sommets du polygone ABCDE abaissons, sur les deux axes, les per- 
pendiculaires km, B/, C*i, Dp, Eo, et Arf, Bi, Ck, DA, Ec; les distances des 
centres de gravité des triangles ABE, EBD, liDC (n" 109) seront respecti- 
vement 
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V Par rapport à Taxe A'B', 



BZ-f A/yi+Eo BZ+Eo+D;? B/+D/?+C/i 

g , 5 , et ^1 ; 

2° Par rapport à Taxe k'C\ 

Bt+Acf + Ee Bt + Ee + DA Bi-f DA + Ot 

3 ^ i * ^ 3 • 

Nommons/,/' et y" y les premières distances (que Ton calculera arîthmëti- 
quement avant tout), et x^ x' et x" les dernières; représentons par S, S', S'^ 
les aires respectives des . triangles ÂBE, BED et DBG, et les momens de ces 
triangles^eront , 

1^ Par rapport a l'axe A'B% 

J2^ Par rapport à Taxe A'C , 

xS^ X S y X S » 

Soit le point g le centre de gravité du polygone; abaissons par ce point 
les perpendiculaires ^F, gL sur les axes des momens (n^ 84)) nous aurons : 
i"* Par rapport à Taxe A' B' , 

et par conséquent 

"3— s+S'+S" ' 
a» Par rapport à l'axe A' C , 

(S+S'+S'')X^L=j:S+:c'S'+a:''S", 



d'où gU 



S-J-S'-fS* • 



LEœN VI. 



Centres de gravité des figures planes terminées par des lignes courbes et des lignes droites. 

114. Le centre de gravité G (fig» 4^) d'un arc de cercle quelconque AGB est 
situé sur le rayon DG qui divise cet arc en deux parties égales , et à une distance 
DG du centre de Varc , égale au rayon du cercle multiplié par la corde et divisé 
par la longueur de l'arc. 



t . . vt 
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En effet > lo si dans le segment ÂCB on mène les cordes ÀG, GB; si par les 
milieux ou les centres de gravité a ^ b de ces droites on mène la droite oA, comme 
les deux droites AG, CB sont égales et symétriquement disposées par rapport 
au rayon CD, le milieu c de la droite ab sera le centre de gravité du système de 
ces deux cordes. Mais les triangles DbC , GBH étant semblables^ donnent 

BC : BH::Di : Dc =°"^"^ ...(a) 

d^oii Ton voit que la distance du centre de gravité c du contour ÂCB est égale ii 
la demi-corde BH multipliée par le rayon D£ du cercle inscrit, et divisé par la 
moitié de ce contour. 

2"" Si dans chacun des segmens GBF , GAE on fait la même construction que 
dans le segment primitif AGB, les centres de gravité des contours inscrits dans 
ces nouveaux segmens seront les points e eif. Or, ces deux systèmes de cordes 
sont symétriques par rapport au rayon DG , si donc on mène la droite ef^ le point 
g où cette droite coupera ce rayon DG sera le centre de gravité du con* 
tour ABGFE. Si nous rapportons la proportion (a) aux deux cordes inscrites 
dans le segment CFfi , nous aurons 

BF:BA::D^:De ou aBF : 3ba::d*: De, 

ou , à cause que aBF = BF + FG , et aBi = BG , 

nous aurons BF + FG : BG : ; D* : De. 

Mais les deux triangles semblables BGH , Deg donnent 

Bc:m::De:\)g. 

Si nous multiplions ces deux dernières proportions par ordre , il nous viendra > 

BHxD* 



BF 



+fc:bh::da::%=5p^, 



<l*ou Ton voit que la distance Dg du centre D du cercle au centre de gravité g du 
contour polygonal AEGFB inscrit dans le segment AGB, est encore égale à 
la demi-corde BH multipliée par le rayon DAr du cercle inscrit, et divisé par la 
moitié de ce contour. 

Il est facile de voir que si Ton doublait successivement le nombre des côtés du 
contour polygonal un nombre quelconque de fois , la proposition subsisterait 
toujours; elle aurait donc encùve lieu lorsque le nombre des côtés de ce contour 
polygonal étant infini , il coïnciderait avec Tare de cercle; mais alors le rayon 

6 
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du cercle inscrit serait le rayon de lare donné ; si donc G est le centre de gravité 
de l'arc ÂC6, on aura 

UQ demî-corde BH X PC corde AB x PC 

~ arcBC ~ arc ACB ' 

comme il fallait le démontrer. 

115. Nommons C la corde AB, Rie rayon PC, et A Tare AGB, nous 

RC 



aurons 



(*)DG = ^ (3o). 



M 6. Le centre de grwite g' {fig. 49) ^ '^ secteur circulaire PACB est situé 
sur le rayon DC qui dime le secteur en deux parties égales , et à une distance 

o c R 
Pg' du centre de Varc AB , qui est Pg' = 3"*"T"> ^ ^^^^^ ^ corde et A l'arc 

du secteur. 

En effet > on peut supposer le secteur donné APB divisé en une infinité d'au- 
tres secteurs infiniment petits , qui peuvent être regardés comme des triangles 
isocèles ; par conséquent les centres de gravité (n^ 1 Q8) des élémens du secteur 

seront situés sur Tare de cercle EF décrit du centre P avec un rayon PE = -5-. 

Cet arc EF peut donc être considéré comme étant uniformément chargé par les 
poids des élémens du secteur proposé; le centre de gravité de cet arc sera donc le 
même que celui de ce secteur : si donc^' est ce centre de gravité (n^ 1 14), nous 

-. f cord. EF X PE . . 
aurons Vg = Jp^-Hp --W 



(*) Cette formule , qui est facile à construire avec la règle et le compas , peut se mettre sous 
uoe autre forme que voici : 

rïommoDs m le nombre des degrés de Parc ACB (fig. 48) ; Tangle CD6 = |« » et le triangle 
rectangle DHB donnera 

I : sin. {m :; I>B ou R ; BH ou ^C. 
De là nous tirerons C s=s 2R sin. ^m {a) 

Hotts aurons d'ailleurs ACB = A. s» -tt; — i si donc nous substituons an lieu de C et de A knrs. 

000 

CR 
valeurs dans Téquation DG =1 -^ , il nous viendra 

2R* sin. {m X 36o 36oR sin. |m , . 

TpRm pm ^ ' 

Cette formule fera connaître promptement par le calcul la distance du centre de gravité de Parc 
au centre de cet arc. Si l'on donnait l'arc par la corde , on déterminerait d'abord le nombre des 
degrés de cet arc par la formule (tf) , et on le substituerait dans la formide {h) ^ qui donnerait 
le centre de gravité. 
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Mais DE = ^=?^, donc 

cord. EF = ii2î|liÊ= HC^ et arc EF = î^ = ?5^ ; 
en substituant dans l'ëquation (a), il viendra 

%'= '-^1^ = y. ^ O (31), 

comme il fallait le démontrer. 

iil. Le moment d'un secteur circulaire ADBG {fig, 49) P^^ rapport au centre 
D de Fore du secteur est égal au tiers de la corde multipliée par le carré du 
rayon. 

En effets Paire du secteur (Géo., pi. n*" 237) est — ; et son bras de levier 
(n* 11 6) est -g^ ; le moment sera donc 

mom. sect. cire. = -tt-X — = -5- (3a), 

comme il allait le démontrer (**). 

1 18. £e centre de gravité m d'un segment de cercle ÂG6 (Jig. 49) ^^ situé sur le 
rayon DG qui divise le segment en deux parties égales^ et à une distance Dm du 
centre D du cercle y égale au cube de la corde divisé par 1 2 fois l'aire du segment ; 

de sorte que Dm = — ^ , S étant l'aire du segment. 

En effet, le segment ÂGB étant égal au secteur DÂGB , moins le triangle ABD, 
son moment , par rapport au centre D de l'arc AGB , sera celui du secteur moins 
celui du triangle; le moment de ce dernier est 

AB X DE' ^ 2 DE' C X (DE^)« , v 
j— X-3~ = 3 W 

Or , le triangle rectangle DE' B donne (DE> = R» — (7 AB)* = R* — j C* ; par 
conséquent 



'{*) Si l'on voulait la formule trigonométrique qui donne cette distance Dg', il suffirait de 
multiplier -par f l'équation [b) de la note(% page 40 > ^^ V"^ donnerait 

_ , 240 R sin. i m , . 

Dg'=-2^ „^ W 

pm 

{**) Si dans cette formule nous mettons pour G sa valeur a R sin {m (note *j page 42), 

il nous viendra 

2R' sin. lut , - 
mooL sect. circ. g-^ .. ^ ... [a) 

5 
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moment du triangle = ^-^^ — ~ — ^ = ^ * ; 

■ 

CR* 
mais (nMl7) le moment du secteur est -?-; si de ce dernier nous retranchons 

celui du triangle , il nous viendra 

CR* CR* — ^C C* 



12' 



par conséquent, mom. seg. AGB^ — . 

Mais le moment de ce segment égale Dm X siûre ACB = S X Dm ; 

donc SXDm=: — , 

12' 

et par conséquent Dm = — ^ (33) , 

comme il fallait le démontrer (^). 

119. La distance de la projection du centre de gravité du demi-secteur DCA 
( fig. 49 ) sur le rayon DG , par rapport au centre D , est la même que celle du 
centre de gravité du sectewr entier ADB. Quant à son moment, par rapport à 

un axe mené par le centre D perpendiculaire au raycm DG , il est la moitié de 

CR' 
celui de ce dernier. Or , celui-ci égale -j- ; 

A , ru^. CR* AE^ X R' 

donc mom. sect. JLItiA=— 77-= 3 > 

o o 

AE/ étant la moitié de G=AB. 

1 20. De même, la distance de la projection sur le rayon GD du centre de gra- 
vité du demi-segment AE'G (fig. 49)9 P^^ rapport au centre D, est la même 
que celle du centre de gravité du segment entier AG6. Quant à son moment ^ 
par rapport à Taxe mené par le centre D perpendiculaire au rayon DG^ il est la 

moitié de celui de ce dernier; or, celui-ci égale — (n* 118); donc 



mimmm 



(*) Pour avoir l'aire S du segment de cercle ABC, on observera que le triangle rectangle 
AFD, (fig. 49) donne 

AE' =: R sin. \m et DE' s= R cos. |/ii ; on aura donc 

iriang. ABD 1= R* sin-Jm cos.|fiîi = 1— ( Géo pi. »• 383); mais le secteur DACB î» 

^PÎ^* , « /w/jR R'siiriir R^'fmiy— 185 sin. m) 
-mr» ''°'"' "6. s =-3ëJ— -T^ 365 ■' {'). 
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mom. seg. AGE'=*-t ..(a) 

Si au lieu de la corde entière AB nous ne prenions que la moitié AE'=c, 
nous aurions 36=0, et 8c^=C^. En substituant cette valeur de C^ dans l'é- 
quation (a) , il nous viendrait 

8c* c' 
mom. seg. AE' G=—r=z^ (34)* 

121. Supposons qu'on nous demande la distance du centre de gravité du demi- 
secteur ADC par rapport au rayon DG {fig. 49)- 

Pour cela , observons que le centre de gravité du secteur ACD est sur la droite 
g' n menée perpendiculairement au rayon DG, par le centre de gravité g' du 
secteur double ABD, et en même temps sur le rayon D^ qui divise l'arc AC en 
deux parties égales; la distance demandée sera donc le côté ^f 'n de Fangle droit 
du triangle rectangle Hg' n; nous aurons donc 

i:tang.CDsf:;D5f' \g'n. 

ou, en observant que CS)g=^^yùk=^m{m étant le nombre des degrés de Parc 

AC), i : tang.imy.Djf' I Sf'»=D5f'Xtang.|m. 

Mais (n* 116) Hg' = — j^\ donc gf'«= — jj— X tang. \m. - 

Observons que AB = aAE', A=ACB=aAC, et nous aurons 

(*) en supposant C =AE' , et A= l'arc AC. 

AR 

1 22. L'aire de ce secteur est —^ ; si nous la multiplions par le bras de levier 

5f'n ci-dessus, nous aurons (par rapport à Taxe CD) (**), 

CR* 
mom. sect. ADGszz-rr-Xtang.^m (36). 



(*) Si dans celte expression nous mettons R sin m, au lieu de C , et ^^— au lien de l'arc A 

ioo ' 

nous viendra 

36o R* sin. m tanp. hn 35o R sin. m lanc \m 

^ à'im/^H ^mp ^J 

f*) En mettant pour Osa valeur R sin. m, dans l'équation (36), on aura 

«on. sect. ADC='^'^'"-^^"'"M? (g) 
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Centres de gravité des figures elliptiques. 

123. Supposons que sur l'un quelconque AB (fig. 5o) des axes d*un ellipse 
Âcfid on ait décrit un cercle ÂCBD^ et que y perpendiculairement à Vaxe qui sert 
de diamètre au cercle ^ on ait mené la corde MIS y à cette dwite répondront le seg^ 
ment circulaire MBN^ et le segment elliptique mBn^ qui auront le même centre de 
gravité. 

En effet, si , parnllclenient à la corde MN, on divise les deux segmens en un 
mênie nombre d'élëmens infiniment étroits , il est évident que les centres de gra- 
vité des élémens de ces deux segmens seront situés sur la flèche commune PB à 
ces deux segmens. Cette flèche pourra donc être regardée comme le lieu des points 
d'application de deux systèmes de chacun une infinité de forces parallèles, celles 
du premier système étant respectivement égales aux élémens du segment de 
cercle 9 et celles du second aux élémens du segment d'eHipse. Or {Géom.y pi. 
n"" 559), les élémens du segment de cercle sont aux élémens du segment d'el- 
lipse, comme Taxe de Tellipse qui sert de diamètre au cercle est à Tautre; ainsi , 
passer du segment de cercle au segment d'ellipse, c'est, à des forces données, 
substituer, aux mêmes points d'application , d'autres forces proportionnelles; par 
conséquent , le point d'application de la résultante des premières sera le même 
que celui de la résultante des dernières, c'est-à-dire, en d'autres termes, les 
deux segmens auront le même centre de gravité. 

124. La distance du centre I de l'ellipse au centre de gravité du segment cir- 
culaire MBN (n° 118) étant-— ^: — ^rrr^ , en nommant g cette distance, on aura 

^ 12 aire MBN 

pour la distance du centre de l'ellipse au centre de gravité d'un segment ellip- 
tique divisé en deux parties égales par le demi-axe représenté par a qui sera in- 
lifféremment le grand ou le petit demi-axe. 

125. Le centre de gravité d\m secteur elliptique IcBh {fig. 5o) ^ divisé en 
deux parties égales par un axe , est le même que celui du secteur circulaire 
correspondant lEBH. 

En effet , il vient d'être démontré que deux segmens correspondans EBH , 
cBfc, l'un circulaire et l'autre elliptique , avaient le même centre de gravité ; or, 
il est facile de voir qu'il en sera de même pour les triangles lEH , \eh , puis- 
qu'ils ont leurs sommets au même point I, et leurs bases sur la même droite, 
divisées toutes les deux en deux parties égales par l'axe AB. D'ailleurs ces deux 
triangles sont entre eux comme les segmens; les deux secteurs auront donc le 
même centre de gravité. 



c 



PRINCIPES DE STATIQUE. 4? 

126. Nous avons trouve (n^ 116) que la dislance du centre de gravité 

d*un secteur circulaire ëtait |. -rr-; 

G étant la corde EH , et R le rayon du cercle, qui est ici le demi-axe a , et A 
l'arc EBH du secteur ; pour le secteur elliptique j on aura donc de même 

S — ^sX-mS-'k) 



{*) Comme l'angle EIH (fig. 5o) n'est pas celui elh du secteur elliptique , l'expression ci- 
dessus, ou son équivalente > ■ — L2-.(note% page 43) ne donnerait pas immédiatement 

la distance du centre I de l'ellipse au centre de gravité du secteur elliptique, on pourrait désirer 
d'avoir cette distance , indépendamment du cercle. 

Pour cela, on nommera a le nombre de degrés de Tangle elB, et on observera que, ' 

10 Le triangle rectangle I£K donne i ; tang. ^ m !: IK. ; ELE. 

a*" Le triangle rectangle leK donne i l tang. a :: IK : K^ 
d'où tang. ^m : tang. a :: K£ : Ke ; mais KE ; Re :: a : ^ 

donc 



d'où on tirera 



Mais tang. {m 



tang. J/71 


: tang. a :: a : 


à. 


tang. Jm 


a tjing. « 

b ■ 


•(') 


sin.| 


m sin. j m 





COS. 5 m v^ I — sin. ^m 

sîn, I m a 

donc .• ' «i ""Â' **°8 • 

sîn.* 4 m a* , 

en élevant au carre . ! , ==» tt» tang."« 



1 s 

,1 



OU sin,* i/ii=3 -y tang.*a (i — sin. * 4 /» ) 



t a» tang.» a 

■ 6" -J- a* tang.' « 



et par conséquent 



. a tang. a 

/ 6« 4" a" tang." « 



L'équation (i) ci-dessus nous fait voir que 



4 , , a tang. a 

Jm ss arc. dont la tang.ss J ■ 



, ... - f^ ^ « tang. « 

ce qoon eipnme ainsi : f 111=3 are. (tang. s s . ).... (5) 

en substituant, dans l'expression ^ ■ ^ ' *^ , à la place de sin. {m, et m leurs valeurs (a) et 



m/» 
(5) y BovsaaroD» 
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1 27. Le moment du secteur elliptique leBh divisé en deux parties égales par 
un demi'OJce , estj par rapport au centre I^ égal au tiers de la corde multiplié 
par le carré du demi^axe qui diiHse le secteur en deux parties égales. 

En effet , nous avons 

sect. circul. lEBH l secl. ellip. leBh \\a [ b \ 

arc. EBH X a . ^ |,. , t>, . . . , 
ou . secl. ellip. leBA . \ a l b -, 

d'où secl. ellip. = b X arc. EBH bA ., . 

Si nous multiplions celte aire par la distance g (n"" 1 26) du centre I au centre 
de gravité du secteur leBh 9 il en résultera 

. iJXk .^^xEH^ixEBH abxEH .. 
niom. sect. leD/i= 3 X £i> u ? < = — 5 (a). 

Mais blay.eh: EH=r^^.....(38) 

Si donc nous substituons cette valeur de EH dans Tëquation (a) j 
uous aurons mom. secl. ellip. IcB^ = — 7— (38) 

comme il fallait le démontrer. 

128. Le moment du secteur elliptique leB par rapport àl'axe cd (fig. 5o) 
^^. la moitié de celui du secteur double leBfc ; car les deux moitiés de ce 
dernier sont symétriquement situées par rapport à Taxe AB, et ont tous 
leurs points homologues situés à la même distance de Taxe cd ; or le moment 

du secteur IcBA= 5 — ; donc 

moment sect. IcB = — ^r > 

«K étant la moitié de e^. 

1 29. Cherchons maintenant le moment du secteur leB {jfig* 5o) par rapport à 
Vaxe IB. 



est 



^^^^^ 120 a* tang. « 



arc (lang =z -^ ^"^' * ) y, p ^ b* ^ a* taog.* oc [h) 

en appelant g la distance du centre I de l'elUpse an centre de gravité du secteur elliptique léhh 
On pourrait rendre indcpendapt du cercle tout et qui est relatif au centre de gravité à% Tellipst ; 
mais pour abréger, et comme il est facile d'obtenir les mêmes choses en Ie$ comparant au cereU, 
pous laisserons les formules suivantes rapportées à ce dei:nier. 
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Pour y |)arvenir, comparons ce secteur au secleur circulaire correspondant 
lEB ; si nous décomposons les deux secteurs en ëlémens perpendiculaires à Taxe 
AB , les élémens de ces deux secteurs seront proportionnels aux demi-axes; ces 
ëlcmcns infiniment étroits pourront être regardés comme des trapèzes, les cen- 
tres de gravité de ceux composant le secteur circulaire seront situés à des dis- 
tances de Taxe IB égales à la moitié de la longueur de chaque élément, et pour 
le secteur elliptique il en sera de mcme ; les distances des centres de gravité 
des élémens du secteur circulaire seront aux distances des centres de gravité 
des élémens correspondans du secteur elliptique , comme le demi-axe qui sert 
de rayon au cercle est à 1 autre demi-axe; il en sera donc de même ]M)ur les 
centres de gravité des secteurs eux-mêmes : ainsi G étant la distance du centre 
de gravité du secteur circulaire lEB , et g celle du centre de gravité du secteur 
elliptique leB , on aura 

Mais sec. lEB : sect. leB \\a\ t^ 

Donc G X sect. lEB ; g Xsect. IcB \\a^\ b\ 

c'est-à-dire mom. sect. lEB * mom. sect. leB * * a* * é^. 

Par conséquent mom. sect. leB :=i — X n^om. sect. lEB. 

Hais (n® 1 22) mom. sect. lEB = -y.tapg. 7m, 

G étant l'ordonnée KE de l'arc BE; donc 

mom. sec. laB = -tt"- ^^og- â''*=."-ô"- tang. ^m (og). 

130. Proposons-nous de tromper la distance du centre de gravité du secteur 
elliptique IBe à l'axe AB {fig. 5o). 

Pour cela rappelons-nous que nous avons trouvé au n® 1 29 que si G était la 
distance du centre de gravité du secteur circulaire lEB , et g celle du centre 
de gravité du secteur elliptique leB, on a 

a ,h..G .g =— , 



•«l qu'au n® 1 21 nous avons trouvé G s= -jj. tang. ^m^ 
mt ^ donne g = -âx- tong. jm .... (4o) 



•. '«^ 
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LEÇON vn. 

Centres de gravite des figures paraboliques et des surfaces planes quelconques. 

1 31 . Le moment d'un demi-segment de parabole CDB (^fig. i5i), par rapport 
à l'axe DCj est égal au quart du paramètre de la parabole multiplié par le carré 
de la flèche CD. 

Pour le démontrer^ décomposons ce demi-segment en ëlémens parallèles à 
l'ordonnée DB; les longueurs de ces élémens seront/,/', y, j^", etc. Prenons 
les largeurs égales et infiniment petites de ces élémens pour unité; les aires de 
ces élémens seront leurs longueurs/,/' ,/'',/■', etc. Les distances de leurs cen- 
tres de gravité, par rapport à Taxe CD, seront respectivement 7/, 7/', 7/", 
7/', etc. Les momens de ces mêmes élémens seront dpnc 

7 r% T/'^^j T/'S 7/"'*» etc» L«"r somme» qui est le moment du demî-seg. 
DCB=|(/^+/'^+y'^+/"'^+, etc.). 

Mais {Géo. , pi. n*'449- ) ï^ /?j:=;/'*=/?ji:% etc. Donc 

mom. demi-seg. DGB=-^(x+a?'+x"+x"'+,etc.) 

Les X ^ x' ^ x'' , etc. j étant les largeurs d'un , de deux, de trois, etc., élémens , 
seront les nombres naturels depuis 1 jusqu'au nombre d'unité contenue dans la 
longueur CD, nombre qui sera infini, puisque l'unité est infiniment petite; 



ainsi , nous aurons 



mom. du demi-seg. DCB=-^( 1+2+3+4+5 + DC). 



m 



Or («), la limite de la somme de la suite des nombres, comprise dans cette 
parantbese, est^^ —; par conséquent. 



a) Supposons la progression par difrérence,] 

fi on eti élève tous les termes à la même puissance , on aura 

a" . ^^ . c".... 1^ . Ar" ; 
proposons-nous de trouver la somme de cette suite de puissances. 
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Pour cela , rappelons-Dous que nous avons trouvé (alg. , b^ i 52) que la somme de tous les 
termes d'une progression par di/Térence était 

{n_±/U 

2 ^ ' 

a étant le premier terme, i le dernier, et m le nombre des termes. Nous avons vu aussi , au 
même n® i52 de Talgèbre y que le dernier terme était 

k=s a-\-d(n — i), 
d étant la diflerence des termes. 

Mettons celte valeur de k dans la formule (i) « il nous viendra 

[fl + rt +rf(/i— i)/i 2<»yi + fin* — dn d , , 2fl — d 

â a 2* 2 ' ' 

Puisque la somme des premières puissances des termes d*une progression par différence est 

de la forme -.n' -f n, concluons, par analogie, avec Thomas Simpson, que la somme 

des puissance du degré m sera de la forme 

S/w = An" + » H- B«" +0»«-« + D/i"*-* + Bfi«-^ + Qn (2). 

A,B,C, etc. , désignant des coefficiens indéterminés, et indépendans de n, et Sm étant la 
somme des puissances m™* des termes de la progression. 

Biais la loi qui régit les termes d'une progression par différence est celle-ci t 

assia^ b=aa -|^ dy c^ssb + d Atsai + d; 

de sorte que la progression peut s'écrire* 

Ainsi 

a . a +d.a+!id.a+3d,a + 4^. a + d {n^^ i) 

en élevant tous les termes à la même puissance , il viendra 

a», (a + rf)». (a+2rf)«. (a + 3rf)« (a + 4^)"" [« + ^(«— 01'"» 

nous aurons donc 

Aii«H'«+B««+C/»«-'+D/i«-*+E«-^..4-Qii»»a« + (a+d)« + (a+ad)-..+[fl 

Supposons que la progression ait un terme de plus , au lieu de n il faudra mettre n -f i dans cette 
dernière équation , ce qui donnera 

A(ii+ !)«+« + C(/f+i)« + D(/i + i)«-' + E(/i + i)«— .... Q(/i + i)=£ 

a» + (fl + £i)" + (fl + ai)» + {a + Sd)^ + (fl+/id)» 

Si de cette dernière équation nous retranchons la précédente , membre à membre , il nous 
viendra 

A[(ii+ i)-+i_n«+»] + B[(7»+ i)- — »»] + C[(n+ i)»-«— /i— »]...+Q=:(û+iirf)- 

En développant dans les deux membres de cette dernière équation , et en ordonnant par rap- 
port aux puissances de /i , il en résultera 
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"*+** « (^+0 A « - . {m+i)m(m — i) ^ , (m+\)m{m — î) (m — 2). , , . 

I i.a i.2.i 1.2.3*4 

I ^ 1.2 1.2.5 

^— ' r>,«-t I (ut— t) (m— 2) 



Cji--» + \ '' ' Cil" -5 +ietc. 

1.2 



I *1.2 1.2.3 

Comme ce dernier résultat doit avoir lifu pour toutes les valeurs de it , il faut nécessairement 
que les coefficiens des mêmes puissances de cette quantité n soient égaux de part et d'autre ; 
nous aurons donc : 



I 



(m + ï)m . . m ^ m 



1.2. 

■M Il sM __ f fM I *n ^^ 1 I 



(m+ i) m(m— 1) ^ m {m— i| ^ m"— 1 ^ ^ m(m — i) 
1.2.3 1.2 """i 1.2 

fm -H)m(m-i)(m--2 )^ mfm-i) (/n-2) ^ (m-Q (m-2)^ m>>2^m(m--i) (m-2)^.^ ,_, 
,.2.3.4 ^1.2.3 1.2 ^1 1.2.3 

On voit 9 par ces équations de condition , que les coefficiens A , B t C, D , etc. , dépendant de 
la valeur de m ; cherchons donc les valeurs de ces coefficiens pour les cas où m égale respective- 
ment I 2,394»^^^' ^^ équations de condition précédentes deviiendront : 
pour le cas de m = 1 

A + B=fl 

d d 7.a — - d 

d'où Ton tirera ^ = -^ , et B=a— —= — ^ 

Substituant dans la formule (2), et nommant Si la somme des premières puissances de lovs 
les termes de la progression , il nous viendra 



d 2tf — d 

Si ^ - m + n 



pour le cas de m Œ. 2 , 






3 A + 2B — 2 ûrf y d'où 
A^-B-f C=:fl 



^ 7.ad — rf* 

B «= ' 



2 
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appelons S, la somme des secondes puissances, et substituons dans la formule (2) , il en ré- 
sultera 

s«=T'* +— T-'' + 6 ""^ 

pour le cas de m s 3 9 

6AH-3B«.3iirf« / \b= ^"^^ + "^^ 



d'où 



2 



4 A + 3B + aC sa 3a»i I J C = . ^ i — 

il 4 

a û' — 6 /x*<f + 2 izrf* + 2 rf' 



D — 



A + B 4. C + D-a» 

Nommons Ss la somme des troisièmes puissances 1 et substituons encore dans la formule (- ) 
nous aurons 

S, = — n* + -— - n* + !»• + r — : n 

424 4 

en continuant de mémCi on trouverait 

S* ■- -=- «* + «* + 5 m + 2 2Li_n« 

& 20 3o ' 20 

3o a* — 3o a*d + 3 a^d* + 27 ûrf* — d* 
+ n. 

Appliquons ces formules au cas où la progression eit la suite naturelle des nombres depuis i 
jusqu'à n; dans ce cas a «=> i ttdsa i, et il nous viendra : 

S- - ^ + ^ 
• 3 ^ 2 ^6 

Si es --+--.+—. 
424 

« n^ . in n* nu' i3 n* 20 n 

Si s=s — 4- ■ -^ ■ ~ i ^. «^ 

5 20 3o 20 3o 

Ces expressions peuvent se mettre sous les formes suivantes : 

V4 ^ 2» ^ 4/jV 
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mom. du demi-seg. DGB=^^— , (40 * 

comme il fallait le démontrer. 
Ce moment peut s^écrire ainsi : 

mom. du demi-seg. DCB=r ,»«.,, (4^) 

par la raison que;? X DG=(DB)*^ et dispense de connaître le paramètre p. 

1 32. La distance du centre de gravité du demi^segment parabolique GDB , 
par rapport au diamètre CD, est égale à — s— • 

En eflfet (Géo. , pi. n"7 96 ), Taire du demi-segment CDB =— 



3 



le moment (4^) ci-dessus par cette aire; en nommant g la distance demandée, il 

. , DCx(DB)' ^ 3 3DB ..^. 
nous viendra g = ^ X ^dcxDB ="8" (43). 

comme il fiillait le démontrer. 

1 33. Cherchons le moment du segment parabolique AGB (Jtg. 5i )^ par rap^ 
poH à la double ordonnée ÂB. 



Si l'on suppose que n représente un nonabre infini d'unités, toutes les fractions qui ont n au 
dénominateur se réduiront à xéro, et oo aura pour les limites des sommes des premières, 
secondes , troisièmes et quatrièmes puissances de la suite des nombres depuis i jusqu'à l'infini, 
H étant infini. 



s. 


= 


n 


s. 


^ 


n» 
T 


s. 


= 


4 


S4 


= 


"5 


> sommes < 


S. 


= 


6 


S. 


= 


7 


S, 


- 


8 



On voiti par analogie , qne les limites des sommes des fmissances supérieures seront : 



etc. 
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Pour cela 9 décomposons le demi-segment ACD en élémens parallèles au dia- 
mètre DG ; nommons Xy x' , x"j x'^ etc. , les longueurs successives de ces élé- 
mens à partir du point À, et prenons pour unité les largeurs égales et infiniment 
petites de ces élémens. Les distances des centres de gravité de ces derniers , par 
rapport à la droite AD , seront respectivement ^x^^x\^x'\^ x'^y etc. , et leurs 
momens 7 a:% 7 J:' ^, 7 ^p"*, 7 iP"'S etc.; on aura donc 

mom. du demi-seg. ADC=7 (^'+^' ^+^"^4-^'^^ etc. ); 
et par conséquent 

mom. seg. ACB=a?'4-^'24-^"24-^"'^+,elc (a). 

L'équation de la parabole qui est y^=:px^ quand l'origine est au sommet C , se 
change en celle-ci y ^= p (a — oj), quand Torigine est en D^ a étant égal à DC. 
De cette dernière équation , on tire 

p^—y* 

P 

fpa — Y^y 
et par conséquent x^ = ^ r-"^- 

Substituons dans Téquation (a), et il nous viendra 

mom. seg. AaB=^[(pa— /'O'+O^— /'*)*+0w— /'*)^....] 

Les /, /' , y" y etc. , éUnt les largeurs d'un , de deux , de trois, etc., élémens , 
et ces largeurs étant l'unité, nous aurons 

mom. seg. ACB=-Î^ LO^^— 0*+(p«— 2'^)*+0?a— 3*)»+^etc.] 
Si Ton développe les carrés qui sont dans la grande parenthèse , il viendra 

mom. seg. AGB = — {p^a^— ^ap-^- 1 + p^a^— 8a/?4- 1 ô+z^^a^ — 1 8a/î+ 81 

+p^a^—^apb^+b*) 
en appelant b l'ordonnée DA. 

En observant que p^a^ se trouvera dans le second membre de cette équation 
autant de fois qu'il y a d'unités dans b , et rassemblant entre parenthèses les 
quantités qui ont un Êicteur commun, on verra que 

mom. seg. ACB=— O'a»*— aa/»(i+4+9....+6>)+i+i6+8i....+i4]. 

Or (note « ), la limite de i+4+9«-+**="3- > 

b^ 
et celle de i+i6+8i..,4-6*= yj donc 



<^f> cotai DE C0NSTRDCTI05. 



mom 



.seg.ACB=^^(p^aft-2^|). 



Si , dans cette dernière expression , on £iit attention que pa=b" et p''a'*=b*i 
on substituant, il en résultera 

Si dans cette dernière, au lieu de b^, nous mettons sa valeur p'^a'^^ nous aurons 



riiiiii 



mom. seg. ACB= — ^ (44)- 

134. Si Ton divise ce moment par Taire du segment ACB (fig. 5i ), qui est 
:j ABXDG=^X2ta=~-; en nommant g la distance du centre de gravité de 
ce segment, par rapport au point D , on aura 

8a* & 3 aa . ^. 

5^— "Tr^4^— y ^^^^' 

135. Le moment du demi-segment ACD (fig. 5i), par rapport à la double 
ordonnée ÂB, sera la moitié de celui du segment entier ACB équation (44) \ ^^ 
sorte que 

mom. demi-seg. ADC= — ^ (46). 

1 36. Supposons qu'on nous demande le moment du segment ACB par rapport 
au sommet C ou à la tangente FG menée à ce sommet G. 

Nous avons trouvé (n^ <34 ) que la distance du centre de gravité de ce seg* 

ment, par rapport à la double ordonnée AB, était -r- ; la distance de ce centre ^ 

par rapport au sommet C , sera donc -^ ; mais Taire du segment AGB — jT ; 
donc 

mom. seg. ACB=5-r— .... (47)- 

Le moment du demi-seg. GDB sera par conséquent =-^=— ^4^)* 

137. Proposons-nous de déterminer le moment du secteur EAGB par rapport 
au sommet C de la parabole^ les droites AE, BE étant des normales à la courbe. 

Ce moment sei^a égal à celui du segment ACB + celui du triangle ABE. 
Pour avoir le moment die ce triaojgle , obseryons ( Géom. , pi. ^ n"" 474) ^1^^ ^ 



tf 
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hauteur est le demi-paramètre ^ et que, par conséquent , la distance de son centre 

de gravité à la base AB sera=^. Ce centre de gravité sera donc, par rapport au 
sommet G de la courbe, à une distance égale a a + g« L'aire de ce triangle sera 

ADX-=— ; son moment sera donc ^^a+^j=:^ (Ga+p)^ 

or, celui du segment AGB (n** i36 ) est ^-g-i 
d'où il s'ensuivra que 

mom. sect. parsd). EAGB=^ — \-^ (6a+p)=z^(^Sa^+3opa+5p^).... (49). 

i 38. L'aire du secteur égale celle du segment AGB + celle du triangle ABE , 
ç*est.«-dire, aire sec.. MCB=^+^=?2i+>*=*2f+3£) ^5 . 

donc , celle du demîrsecteur EGB=:' ' ' ^ (5i). 

139. Si nous divisons le moment du secteur EACB par son aire, nous aurons 
la dbtance du sommet G de la courbe au centre de gravité du secteur. Ainsi 
loit g y cette distance , il viendra 

48^'+3opa4-5/;' .^ . 

9— 10 (^a+'ip) ^^^> 

Cette distance appartiendra aussi à la projection du centre de gravité du demir 
secteur ECB sur l'axe GE. 

1 40. Le moment du demi-secteur EGB-( fîg. 5i ) , par rapport à Taxe EC , s'ob« 
tiendra , en obaer yant que ( n^ 1 3 1 ) 

jnom. du demi-seg. DCBJ=-^ , 

et mom. du triang . EDB = ^X -X ô=^- 
iet que , par conséquent , 

mom. sect ECB=^4-^-^=^î^22±Ë....(53). 

4 la la ^ ' 

141^ La distance du centre de gravité de ce secteur ECB, par rapporta 
ji'axe CE, s'obtiendra en divisant le moment précédent par l'aire du secteur qui est 

*^5±t^)équation(5i). 

$i donc g est cette distance, on aura 

3— TZ ^i(8a+3p)~ 8a-\-3p ""^^V- 
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142. Supposons une courbe quelconque AGB (/î^. 62) terminée aux extré- 
mités de la droite AB, e/ proposons-nous d^asH>ir le centre de grantéQ du 
segment formé par la courbe et la droite. 

Pour y parvenir , divisons la droite AB en un certain nombre de parties 
égales , et par les points de division , élevons les perpendiculaires EF^ HI^ KG , 
LM, NO, à la droite AB, et terminons- les à la courbe AGB : en verlu du 
n^ 326 de la géométrie plane, en appelant S Taire du segment AGB, et m la 
distance qui sépare les perpendiculaires , nous aurons 



S = 



m (EF + HI 4- KG + LM + NO) (a) 



Maintenant, par les points où les perpendiculaires à AB rencontrent la courbe 
AGB , menons les parallèles aby cd^ ef, hi et Ik à AB , de manière à former la 
suite de rectangles EF&H , HIc/K , K^ML , L^ON, tous situés dans le segment, 
dont la somme sera par conséquent plus petite que ce segment , et une autre 
suite de rectangles AaFE , EcIH, HeCK, KC/L , LMiN, NOAB, qui dépas- 
sent la courbe du segment , dont la somme sera par conséquent plus grande 
que Faire de ce segmenta 

Si actuellement nous prenons la droite AB pour Taxe des momens de ces deux 
suites de rectangles, en observant que les centres de gravité de tous ces rectan- 
gles sont respectivement au milieu de leurs hauteurs, nous aurons pour les ree- 
tangles intérieurs 

moment de EF6H = ^EF X 'w X EF = |m X (FE)^ ; 
moment de ïIWK = |HI X ''^ X HI = > X (Hl)^ ; 
moment de KAML= 7ML X 'w X ML = 7 m X (ML)^ ; 
moment de L/ON = ^NO X w XNO = ^m X (N0)^ 

Soit S' la somme des aires de tous ces rectangles , et x la distance du centre de 
gravité de Taire S' à l'axe AB, il nous viendra 

S'x=^:mlÇEFy + (HI)» + (ML)^ + (N0> 3...... (i). 

Nous trouverions de même pour la somme des momens des rectangles qui 
sortent en partie du segment ABG , 

s> = > [(EF)^ + (my + 2 (Kcy + (Mhy + (^oy ] u) 

en appelant S" la somme des aires de ces rectangles , et/ la distance du centre 
de gravité de Taire S" à Taxe AB. 

Il est évident que la somme (b) des momens des rectangles intérieurs est plus 
petite, et celle (c) des momens des rectangles en partie extérieurs est plus grande 
que le moment du segment ABC. Mais si les perpendiculaires à la corde AB sont 
assez rapprochées pour que les arcs qu'elles comprennent entre leurs extrémités 
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supérieures puissent être regardées comme des lignes droites , ces arcs devien- 
dront les diagonales des rectangles ÂaFE , F&Ic, JdCe ,.... qui sont les diffé- 
rences entre les rectangles intérieurs et les rectangles en partie extérieurs ; d'oîi 
Ton voit que le segment serait alors la demi-somme des deux suites de rectan- 
gles dont les sommes de leurs momens sont les seconds membres des formules 
(b) et (c). Le moment du segment sera donc la demi- somme des seconds membres 
de ces deux formules ; nous aurons donc 

SXsfG=7''»[(EF)^+(IH)^4-(CK)^ + (MI^ + (N0)^] (54) 

G étant le centre de gravité du segment : Tordonnœ gG de ce centre sera donc 

. p _ (EF)^ + (IH)« + (CK)» + HNID' + (NO )' ,, .. 
3^ ~ j (EF 4- 111 -I- CR 4- ML + i\0) •*'• ^^^ 

en mettant pour S sa valeur (a). 

1 43. Pour avoir Tabscisse A ^ ou ^ ' G de ce centre de gravité G, on prendra les 
momens par rapport à Taxe AD perpendiculaire à AB , et on observera que les 
distances des centres de gravité des rectangles, tant intérieurs qu^extérieurs, par 
rapport k cet axe AD, suivent la loi que voici : ^m, |m, ^/r*, ^m, etc. , et 
que la première de ces distances qui appartient aux rectangles intérieurs est 
Im; cela posé, on aura évidemment : 

moment de EFAH = m X EF X > = >^ X EF, 

moment de HlrfK = m X HI X |m = 4m^ X HI , 

moment de KAML = m X ML X > = >' X ML , 

moment de LcON = m X NO X > =>^ X NO. 

• * 

La somme de ces momens sera donc 

i»t» [3EF + 5 m4- 7 ML + 9 NO ] 

et on aurait de même pour celle des momens des rectangles en partie extérieurs, 

im^ [EF 4- 3HI + laCK + 9ML + nNO ] 

D'après ce qoi a été dit plus haut , la moyenne entre ces deux sommes sera le 
moment du segment. Ainsi on aura 

S Xg'G = >* C4EF + 8HI 4- 12 GK 4- »6 ML + 20NO ]; (5C) 

j, , ,„ m(EF+aHI + 3CK4-4ML+5NO') ^„„ 
^"^ 9^ = EF + HI4-CK+ML+JNQ ""•^''^^ 

144. Les deux formules (54) et (56) serviront à trouver le centre de gravité 
jd^une figure plane terminée par une conrbe quelconque, en coupant cette figure 
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en deux parties par une droite. Ainsi, par exemple, s'il s'agissait d'avoir le centre 
de gravité de la figure AGBD (fig. Sg) , on cherclierait le centre de gravité G du 
segment ACB, au moyen de ces formules, et celui G' de l'autre segment ADB; 
ensuite on joindrait, ces deux centres de gravité G, G' par une droite GG' , qu on 
divisera en deux segmens réciproquement proportionnels aux aires des segmens 
AC3, ADB. En général, au moyen des deux formules (54) et (56), on parviendra 
far laddition ou la soustraction des momens, au centre de gravité d'une figure 
plane terminée par une ou plusieurs lignes courbes , réunies ou non par des 
lignes droites. Il faut, pour cela, décomposer la figure donnée en segmens du 
genre de celui de la figure 53 , et en triangles rectilignes , s'il y a lieu , de ma- 
nière qu'une droite , comme AB (fig. 5^), aboutisse toujours aux extrémités A, B 
d'une même courbe ACB. 



LEÇON VIII. 

Centres de gravité des polyèdres , des cylindres et des cônes. Théorème de G uldin pour 
trouver la superficie et le volume des corps de révolution , sachant trouver le centre de 
gravité de leur génératrice. 

1 45. Le centre de gravité d'un pristne ou d*un cylindre quelconque est situé 
sur le milieu de la droite menée par le centre de gravité de sa base parallèle^ 
ment aux arêtes ou génératrices de la surface latérale du corps. 

En eflet , on peut concevoir un prisme ou un cylindre comme étant composé 
d'une infinité de tranches infiniment minces, parallèles à la base ; or ces tran- 
ches seront égales ; elles auront visiblement leurs centres de gravité sur la 
droite menée par le centre de gravité de l'une d'elles parallèlement a une arête ; 
cette droite peut donc être regardée comme étant chargée uniformément dans 
toute sa longueur par les poids égaux des tranches élémentaires du solide ; 
par conséquent le point d'application de la résultante de tous ces poids élé- 
mentaires ou le centre de gravité en question sera le milieu de cette droite , 
qu'on pourrait appeler l'o^e d'équilibre du prisme ou du cylindre. 

Il faut bien entendre que ce théorème est tout-à-fait indépendant de la 
forme de la base du prisme ou du cylindre j il est, par conséquent, d'une géné- 
ralité qui ne souffre aucune exception. 

146. Le centi^ de gravité d'aune pyramide triangulaire est sur la droite pnenée 
du sommet au centre de gravité de la base, et à une distance de cette dernière , 
égale au quart de cette droite. 
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En effet, si Ton conçoit la pyramide triangulaire AliCD (fig. 53) divisée en 
une inQnité de tranches infiniment minces, parallèles à hi hase AGC, ces tran- 
ches seront des triangles semblables k cette base, et auront visiblement leurs 
centres de gravité sur la droite FD menée par le centre de gravité de la base 
au sommet i car les fenlres de gravité, dans les figures semblables , sont des 
points homologues. Celle droite sera donc cliargée conlinuement dans toute sa 
longueur par les tranches élémentaires parallî^les à la base ; le centre de gravité 
de la pyramide sera donc sur cette droite FD. Si Ton décomposait la même py- 
ramide en tranches parallèles à la base BDC , on verrait que ie centre de gravité 
de la pyramide doit aussi cire sur la droite Ail qui joint le sommet A et le 
centre de gravité de la base BDC. 

Mais les deux droites FD, ATI, qui contiennent le centre de gravité de la 
pyramide, sont dans le plan des droites AE, ED qui divisent l'arêle BG en 
deux parties égales; ces deux droites FD , AH se couperont donc en un point 
G qui sera le centre de gravité de la pyramide. 

Je dis maintenant que le point G est tel que la distance FG =: jGD, et par 
conséquent FG ^ 7FD. 

Kn efiut , les triangles semblables FGII , AGD donnent 

FG : gd;: fh : ad, 

et les triangles semblables EFII, EAD donnent 

EF : EA : *. FH : ad i 

d'oii il suit que FG : GD '. ; EF ; EA ; 

or,puisquelc point F est lecentre de gravité du triangle ABC, on a EF = 
3EA i donc aussi FG = tGD , ce qui donne FG = |FD. 

147. // suit de la qm te centre de tjvavité d'une pyramide quelconifue est au 
quart d'une droite menée par le sommet et le centre de gravité de la base de Ut 
pyramide, à partir de cette base. 

Car , quel que soit le nombre des côtés de la base , on pourra toujours décom- 
poser cette base eu triangles, et h pyramide en autant de pyramides triangu- 
laii'es qu'il y aura de triangles dans la base, qui auront respectivement ces trian- 
gles pour base et la même hauteur que la pyiamide en question. Or, les centres 
de gravité de tontes ces pyramides triangulaires partielles seront évidemment 
sur un plan parallèle à la base , et à une distance é^ale an quart de la hauteur 
delà pyramide donnée ; de plus, quelle que sjit la base de cette pyramide, il 
■ est clair qu'on pourra décomposer cette dernière en trancli&s infiniment minces 
parallèles à la base, lesquelles seront des polygones semblables à celte base; 
d'oii il s'ensuit que les centres de gravité de toutes ces tranches seront sur la 
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droite menée par le centre de gravité de la base de la pyramide et par le sommet ; 
ce centre de gravité sera donc au point où cette droite rencontrera le plan 
mené parallèlement à la base à une hauteur égale au ~ de celle de la pyramide 
' donnée. 

148. Un cône peut être regardé comme une pyramide dont la base serait un' 
polygone inscrit à celle du cône, et d'une infinité de côtés ; d'où il suit que le 
centre de grwité d*uii cône quelconque est au quart de la droite qui joint le centre 
degrainté de la base et le sommet du cône à parlir de la hase. 

149. Pour avoir le centre de gravité d'un tronc de pyramide ou d'un cône 
quelconque à bases parallèles^ on calculera (Géoni. à trois dim. , n"* 1 70) la 
hauteur totale, soit de la pyramide entière, soit du cône entier; on calculera 
aussi le volume F de la pyramide ou du cône entier ; celui v de la petite pyra- 
mide ou petit cône, et le volume du tronc sera V—v* 

Ensuite , on cherchera le centre de gravité de la grande pyramide ou du grand 
cône, et celui de la petite pyramide ou du petit cône; puis, en appelant h la 
hauteur du tronc, et U celle de la grande pyramide ou du grand cône^ celle de 
la petite pyramide ou du petit cône sera H — h ; par conséquent , si nous prenons 
les momens par rapport au sommet, les distances à ce sommet des centres de 
gravité de la grande pyramide ou du grand cône , et de la petite pyramide ou 

du petit cône (n* 148 et 149), seront -y- et -^--7 — ^; et si nous appelons^ la 

distance du sommet de la pyramide ou du cône au centre de gravité du tronc, 
la théorie des momens nous donnera 

^^nr \ 3HV 3t;(H— 6) 3(HV—vH-\-vh) 

9X(y-^)=—^ — 4-^= 4 — ■• 



Par conséquent. 



^=ffl9?^.....(58) 



1 50. Supposons une pyramide triangulaire quelconque ÂBCD (Jlg. 54) , située 
comme on voudra dans Vespace ; si , par les quatre sommets et le centre de gravité 
on mène les droites Aa, Bb, Ce, Dd, Gg, parallèles entre elles ^ mais de manière 
qu^ elles fonnent un angle quelconque avec un plan quelconque a'b'c'd', on aura 

^ Aa + Bb-f-Cc-f-Dd 

Gg= ^ . 



% 



En eflfet, F étant le centre de gravité de la base BDG , d'après le n« 109 , on 
aura j 

F/=25±^ (^ 
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Mais le centre de gravité G de la pyramide donne ( n" I M ) 

AG : AF : : 3 : /, 

et les triangles seniUables AIG, AMF, 

AG : AF ; ; IG : MF ; 

_4IG 



donc 



IG : MF ; : 3 : , 



d'où MF = 



Si nous ajoutons de part et d'autre Ig =: ^\f^\a, nous aurons 

MF J.MC_Pf-'i''''j. 31g 4Gl+3Tf /,CA+l,h-h _ i<^-S-^ 
Ml -t-.\l/_l/_— 4-^—. j _ 3 3 

Mettons cette valeur de F/ dans l'équation (rt), et il nous viendra 
4G3 — A(i^Bi+Cc-|-D</, d'où nous tirerons 
\a + W, + Cc + n,l 



G,=- 



4 



.(59) 



151. Supposons fjuon nous demande le centre de gravité d'un polyèdre quel- 
conque. 

Pour cela, on décomposera le polyèdre en pyramides triangulaires dont les som- 
mcls soient sur les faces de ce polyèdre ; puis on mijnera un plan quelconque sur 
lequel on abaissera des perpendiculaires par les sommets de toutes ces pyramides 
triangulaires; on considérera chacune d'elles en particulier,et, au moyen de la for- 
mule précédente , on calculera la distance de son centre de gravité par rapport au 
plan dont nous venons de parler ; cela posé, représentons par.r , x' , -t", x", etc., 
les distances de tous ces centres de gravité à ce plan, les poids ou les volumes 
des pyramides triangulaires , par P , P' , P " , etc. , et la distance du centre de 
gravité du polyèdre par rapport au même plan , par g ; nous aurons (n" SU) 

(P + P'4-P"....)X^ = Pj: + P'.r' + P'a" + P";»"+elc.i 

En menant un plan parallèle à celui des momcns à une distance é^^ale h g , ce 
plan contiendra le centre de gravité dcmanilc. 

En 0]iérant de la même manière par rapport à un autre piiui do moment fai- 
sant un angle quelconque par rapport au premier, on obtiendra la distance à 
laquelle il faudrait mener un plan parallèle au second plan de momens, qui 
contiendrait aussi le cenire de gravité; l'intersection de ce plan avec le premier 
sera une droite qui passera par le cenire de gravité demandé. 

Assez souvent il suflit de connaître la position d'une droite menée par le 
centre de gravité des corps ; et alors on donne au plan dca momcns des dircc- 
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tiens parallèles à celle qu'on veut donner à cette droite. Mais si Ton veut con- 
naître enlicrement la position du centre de gravité , il faut rapporter le polyèdre 
à un troisième plan de momens^ pour avoir un troisième plan qui contienne le 
centre de gravité demandé, qui sera le point où IHnlersection des deux premiers 
plans viendra rencontrer le troisièjne. 

Tliéorènie de Guldln. 

152. LçL superficie (Tune surface de rév'olution quelconque est égale à la lon^ 
gxieur de la courbe génératrice midtipliée par la circonférence du cercle décrit par 
le centre de gravité de cette génératrice. 

En effet, soit AFB (fig. 55) la génératrice tournant autour d'un axe vertical , 
dont AB est la projection verticale, pour engendrer un solide de révolution; 
soit G le centre de gravité de la courbe quelconque AFB; déterminons la projec- 
tion horîsontale g de ce centre de gravité, et par celle C dei'axe de rotation , 
comme centre, et avec le rayon Cg , décrivons le cercle ghk^ qui sera la projec- 
tion horîsontale du cercle décrit par le centre de gravité de la courbe génératrice 
AFB, laquelle projection sera égale au cercle dans l'espace. Prenons un arc ad de la 
génératrice infiniment petit ; cet arc pourra être regardé comme une ligne droite 
dont le centre de gravité sera son milieu c; soit b la projection horizontale de oe 
centre de gravité; supposons que la génératrice ait parcouru le chemin DE infi- 
niment petit , et menons le rayon CE ; si nous multiplipns l'arc ad par hcj qui 
est le chemin parcouru par le centre de gravité c de cet arc , nous aurons le mor 
ment de ce même arc ad parvenu dans le plan vertical élevé sur CE , par rapport 
à celui élevé sur CD. Nous aurions de même le moment de chaque élément de b 
génératrice AFB ; or , il est clair que la somme de tous ces momens sera égale à 
la longueur de cette génératrice multipliée par Tespace gh qu*a parcouru son 
centre de gravité; mais le lïioment de chaque élément est évidemment l'aire de 
la surface décrite par cet élément; d'où il suit que la somme des mêmes momens 
ou le produit de la jgénéralricc AFB par l'espace gh, parcouru par son centre de 
gravité , sera l'aire de la surface décrite par la génératrice entière; or , la somme 
/le tous les espaces que parcourra le centre de gravité G, pendant que la généra- 
trice fera sa révolution , sera égale à la circonférence du cercle ghk décrit par ce 
centre de gravité *, il faudra donc multiplier la longueur de cette circonférence 
par celle de la courbe génératrice, pour avoir Taire de la surface décrite pajr la 
révolution entière de cette génératrice, ce qu'il fallait démontrer. 

153. ie volume d'un corps de révolution est égal à Voire de la surface géné^ 
ratrice multipliée par la circonférence du cercle décrit par le centre de graciée 
/le cette surface génératrice. 

Çn effet, soit AFB (fig. 55) la projection verticale de la génératrice du corp^ ^ 
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et AB celle de l'axe de rotation supposé verlicai; soient G la proiection verticale 
du centre de gravité de la génératrice AFB , et </ la projection liorizontale de ce 
même point. Par la projection C de l'axe de rotation comme centre, décrivons le 
cercle ghk qui sera la projection liorizonlale du cercle décrit par ie centre de 
gravité de la surface génératrice, et sera égal à ce dernier cercle. Prenons un 
élément carré o de cette surface génératrice, qui soit infiniment petit, et abais- 
sons la projection horizontale b du centre de gravité de cet clément. Supposons 
ensuite que la surface génératrice ait parcouru le chemin DE infiniment petit : 
nous pourrons concevoir deux plans méridiens, l'un élevé sur le rayon CD, et 
l'autre sur le rayon CE , infiniment voisins l'un de Faulre. 

Cela posé, nous verrons que, quand la génératrice passe de la position du 
plan élevé sur CD k celle du plan élevé sur CE , l'élément o de celte génératrice 
décrit un petit prisme dont la hauteur est l'espace be parcouru par le centre de 
gravité de cet élément. Or, le volume de ce petit prisme est l'aire de sa base, 
que j'appelle m, multipliée par be; mais le moment de cet élément o (parvenu 
dans le plan élevé sur CE), par rapport au plan élevé sur CD, est aussi égal 
k son aire m, multipliée parte; d'où il suit que le volume de chaque prisme 
élémenlaire du sohde est égal au moment de l'élément correspondant de l'aire 
de la génératrice ; par conséquent , la somme de tous les petits prismes élémen- 
taires du corps compris entre les plans verticaux élevés sur les droites CD, CE, 
sera égale au moment de l'aire de la génératrice parvenue dans le plan élevé 
sur CE , par rapport au plan élevé sur CD; c'est-à-dire que ce dernier moment 
sera égal au volume du coin du solide compris entre les deux plans verticaux 
infiniment voisins dont il vient d'être question. Mais le moment de la généra- 
trice est égal à son aire multipliée par le chemin circulaire gh infiniment petit 
parcouru par son centre de gravité; donc, le volume du coin «lu solide égalera 
le même produit , qui est AFBX?'*- 

Pour un coin suivant , également compris entre deux autres plans méridiens 
infiniment voisins, on aurait encore son volume, en multipliant l'aire de la 
génératrice par l'arc infiniment petit décrit par son centre de gravité, et ainsi 
de suite pour les coins suivans. La somme de tous ces coins élémentaires est é^ale 
.11 volume du corps, et, comme cesélémens ont un facteur commun qui est l'aire 
de la génératrice , leur somme sera égale h ce facteur commun multiplié par la 
somme des autres facteurs, qui sont les élémens de la circonférence du cercle 
décrit par le centre de gravité de la génératrice; ce qui démontre la proposition 
éjioncéc. 

154. Ijesdcux derniers théorèmes ont encore lieu, lorsque le corps n'étant 
pas de révolution, les élémens infiniment petits du chemin parcouru par le 
centre de gravité de la génératrice sont constamment perpendiculaires au plan 

9 
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égales^ pour que ces parties soient très-petites, et prenons une de ces parties pour 
unité. Par chacun de ces points de division, menons un plan perpendiculaire à 
Taxe de rotation ÂE : les zones comprises entre ces plans seront équivalentes 
(Géom. à trois dim.^ n° 21 1) ; et leur aire commune sera apR^ la hauteur com- 
mune à toutes ces zones étant 1 unité. Si donc nous nommons m Tangle du 

fuseau , nons aurons -5^ X V^ ^^"IT""' ^^^ 

pour Taire commune à tous les élémens du fuseau de calotte dont nous cherchons 
le centre de gravité. 

Ces élémens infiniment étroits peuvent être considérés comme des arcs de 
cercle dont les rayons sont les ordonnées de Parc EH^ abaissées sur la flèche EP 
infiniment voisines les unes des autres. Appelons successivement o! , x\ x^' ^ 
jc% etc. , cette suite de rayons , et cherchons les distances des centres de gravité 
des arcs successi6 qui appartiennent à ces rayons, ou, en d'autres termes , des 
élémens du fuseau , rapportés à Taxe AE. Or (n"" 115), la distance du centre de 

CR 
gravité d*un arc au centre de cet arc est --r- . Observons maintenant que la suite 

des arcs dont nous cherchons les centres de gravité sont d'un même nombre de 
degrés marqués par m, et que le triangle rectangle ojct donne : 

I • sin. ^ab \\ojo\ ct^ oxjl \ \ sin. 7m*^R*ce=R sin. ^m; 

ce qui donne nce ou 6c = G = 2 R sin* 7m ; et (Géom., pi. n"" 233) 

. ft^Rm 

CR 
Si donc nous substituons ces valeurs de G et de A dans l'expression -^ , il nous 

, 36o X aR* sin. Jm 36oR sin. Jm 
^'"^^^^ ^^^ = -^ » 

pour l'expression de la distance du centre d'un arc quelconque à son centre de 
gravité. Si donc^ au lieu dé R, dans cette expression , nous mettons successi- 
vement les rayons Jt , ^' , or" , etc. , des élémens du fuseau , nous aurons 

36oar sin. \m 36o air^sip, \m 36o 3if %\iL.\m 

.._^-^-— i^— — > ' - • " ■ f etc. 

pm ' pm ' pm ' 

pour les distances cherchées. 

Si nous multiplions ces distances, chacune par Taire conunune trouvée d 

dessus = -^^ ^ il nous viendra 
180 ' 

uRo; sin.^m , alb;' sin.7m, aR^sin^fHi^ aR^' sin.7m| etc.. 
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pour les momensdeces mêmes élémens par rappoi-l à l'axe AE. Nommons h la 
flèche EF de lacalottejt'aire de celte caIotle(Géom.àlrois dim., n''211)sera upSUi, 

et celle du fuseau — tt— ; si donc g est la dislance du centre de gravité de ce fu- 
seau à l'axe ÂE , nous aurons 
ripKh , 



180 



X J =^ 3 l{sin,^m(x-\-x' +a:" +a:" + etc.) 



Il est aisé de voir que la parenthèse étant la somme de toutes les ordonnées de 
l'arc EH, abaissées sur la flèche EF, sera l'aire du demi-segment circulaire EHF, 
car ces ordonnées étant inSnlmcnt près les unes des autres sont les élémens mêmes 
de ce segment : nous aurons donc 



mpnh 



d'où 



Xs = aR sin. ■> X seg. EFH.. 
36o sin, {m 



.(61), 



3=- 



iiipli 



iXseg.EFH (62). 



Telle est l'expression demandée. 

i 61 . Si , dans ta formule (62) , nous faisons m ou cab (Qg. 56) = 
aurons sin. ^m = sin. 90° =: i, et il viendra 
36o 



18O, nous 



g = ■ 



Hoph 



X segment EFH = 



- X seg. EFH, 



et si , dans cette dernière , nous supposons h ou EF ::= 2R , seg. EFH deviendra 
un demi-cercle, et égalera ~ — ^ et l'expression ci-dessus se réduira à 

S = ^X'^ = 5....(63) 

c'est-à-dire que ta distance du centre de gravité de faire d*uiie demi-sphère au 
cent)-e de cette surface est égale à la moitié du rayon. 

i62. Proposons-nous maintenant de trouver la distance , pir rapport a Vaxe 
de rotation AE (f!g. 56)j du centre de gravité d'une pyramide spliérii/ue , dont 
lahaseserait la portion dufuseau de calotte décrit par Vatx EH, et compris 
entre les deux plans méridiens dont Us traces horizontales sont Us droites 
abj ac. 

Pour y parvenir, il sufHra de concevoir cette pyramide décomposée en pyra- 
mides élémentaires infiniment petites , qui auraient leurs sommets au centre de 
la sphère , aussi bien que la pyramide proposée , et leurs bases infiniment petites 
sur la surface du fuseau qui sert de base à la pyramide totale ; or , les centres de 
gravité de ces pyramides élémentaires seront évidemment sur la surface d'un fu- 
seau semblable à celui qui sert de base à la pyramide proposée, mais appartenant 



■d 
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à une sphère dont k rdyon ne serait que ks |- de celui de la sphère donnée 
( n^ 147. ) La surface de ce fuseau étant le Heu des centres de cavité de tous 
les élémens de la pyramide donnée j cette surface et la pyramide auront le même 
centre de gravité. Mais il est évident que les distances des centres de gravité dés 
deux fuseaux sont entre elles comme les rayons des sphères auxquelles ils appar- 
tiennent ; or, le rayon de la sphère qui est le lieu des centres de gravité de la 
pyramide est les | de celui de la sphère donnée ; donc , la distance du centre de 
gravité de la pyramide , par rapport à Taxe de rotation , sera égale aux j du se- 
cond membre de la formule (62) du n^ i 60 ; ainsi , en nommant g cette dis- 
tance , nous aurons 

3 36o sin. ^m ^. r?u^u 

3"=*^ mph Xaeg-EFH 

= '^^°7-''" Xseg.EFH...>(64). 

163. Si, dans cette formule, on fait m= i8o**, et A=îiR, on aura sin.~m = i, 

et seg, EFH = 7 cercle = — ; en substituant il viendra donc 

_ 3 x36o w ^' _ 3R ,>-^x 
^ — 4 X 180;. X aR ^ a ~ 8' ^^^J 

c'est-à-dire que le centre de gravité du volume d*une demi-sphère est à une dis- 
tance du centre égale aux f du rayon. 

i 64 . L'aire du fuseau de calotte qui sert de base à la pyramide sphérique , 
dont il a été question aun** 149, est -^ — (n^* 160.) Si nous multiplions cette aire 

R 1111*1 • mpR*h . - 

par ^y nous aurons le volume de la pyramide , qm sera ^ ■ j si donc nous 

multiplions la formule (64) du n"" 164 par ce volume ^ il nous viendra 

3 X 36o sin. {m x mpKh . . ^„^ 

R*Sm. ^Ifl «nriTT rr^r*\ 

OU mom. pyr. = — ^ X seg. EFrl (66) 

1 65 . Le centre de gravité d'une zone sphérique quelconque est au milieu de la 
hauteur de cette zone. 

En effets si Ton divise la hauteur de la zone^ quelle qu'elle soit , en une infi- 
nité de parties égales par des plans perpendiculaires à cette hauteur ^ ces plans 
diviseront la zone en une infinité de zones élémentaires qui seront égales entre 
elles, ayant toutes la même hauteur. Les centres de gravité de tous ses élémens 
égaux seront évidemment sur Taxe ou hauteur de la zone pro|)Osée \ cette hauteur 
sera donc uniformément chargée par les élémens de cette zone \ donc le centre 
de gravité de cette dernière sera le milieu de sa hauteur. 

1 66. Rapportons maintenant le centre de gravité dHwn/e zone quelconque au 
plan horizontal KR mené par le centre de la sphère. 
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Supposons qu'il s'agisse de la zone ICHG (fig. 56), et nommons /i, h' les hau- 
teurs AF, AD; la hauteur DF àe b zone sera h— h' ^ et la distance du centre de 

cravitë de la zone, par rapport au point D , sera ( n** i65 ) ; ainsi D^ == 

. Mais Agy qui est la distance cherchée, est 

A, = *D + D, = *■ +*^' = »£±±=i' = i±*:.. ..(67, 

Si la zone était la calotte sphérique lEG , A = R , et A^ = . 

167. D'après les raisonnement déjà employés plusieurs fois, il est clair que la 
distance du centre de gravité d'un secteur sphérique quelconque , par rapport 
au centre de la sphère, est égale aux trois quarts de celle du centre de gravité 
de l'aire de la zone correspondante : or ( n** 1 66 ) , celte dernière distance est 

-^ — j si donc g est celle qui appartient au centre de gravité du secteur, 

nous aurons 

Sf = I X — — = g—' Coo; 

168. Le volume d'un secteur sphérique esl égal (Géom. à trois dim.^ n°214) à 
-^ X DF (fig. 56) , mais DF étant la hauteur de la zone du secteur = /t — h' , 

donc vol. sect. sph.=:-^ — \. " ...(69) 

169. Multiplions ce volume par l'expression de^ du n^ 167, il nous viendra 

. jrur vR'C^-'^Ovy 3(A4-A0 
mom. sect. ICHG = ^ — ^ X J — \ 



ou 



mom. sect- ICHG = ^SliÇ— ^L.(70) 

4 



170. S'il s'agissait d'un secteur à calotte , A = R , et la formule du n^ 167 
deviendrait. 



et la précédente. 



, = iffl+*-'....(T1) 



mom. eeci., ICHG = pR'(R'^A^') ,^v 



171. La distance du centre de gravité d'une portion quelconque d'un sec- 
teur comprise entrie deux plans méridiens , ou d'une pyramide sphérique qui 
aurait pour base un fuseau de calotte ou de zone quelconque , est la même , par 
rapport au plan horizontal mené par le centre de la sphère, que celle du centre 
de gravité du secteur sphérique entier dont la pyramide £iit partie } car les 
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ëlémens du secteur compris entre des plans méridiens infiniment i^oisins ont 
évidemment leur centre de gravité sur le même plan y perpendiculaire à Taxe de 
rotation y qui contient le centre de gravité du secteur entier. 

172. Il suit de là que, si Ton multiplie Texpression de^ du n^ 170 par le vo- 
lume de la pyramfde en question, on aura le moment de cette dernière par 
rapport au centre de la sphère. Or , le volume de la pyramide qui a pour 

base un fuseau de calotte est u^ ^ X DE ; mais DE = R — h' , ainsi 

le volume de cette pyramide sera ^^ ^ ■ X fR — ^')\ multiplions-le par la 
valeur de g que nous venons de citer, et nous aurons 

mom. pyr. sph. = ^^ x jf^fe X (R- A' ) 

_ mpR* (R* — /t^') _ mpR* ÇR^—h'*) ,^o. 
— 8x i8o — 36^x4 ••••<'^>' 

173. Proposons -nous de déterminer le momentj par rapport au plan hori- 
zontal mené par le sphère , d'^un segment à calotte. 

Pour cela , nous observerons que le volume du segment lEG est égal à celai 
du secteur ÂIEG moins celui du cône ICA, et que, par conséquent 

" mom. seg. = mom. sect. — mom. cône (a). 

Le moment du secteur est donné au n* 170 ; quanta celui du cône , on le trou- 
vera comme il suit : 

d'abord vol. cône = — 4- ; 

Mais AD = fc', (DC)* =R* — (AD)* =R* — A'" ce qui donne vol. cône = 
'^ — ^ :~ — 'j qui , multiplié par la distance -7- du centre de gravité de ce 

cône à son sommet A , donnera 

ph'- (R* — A'*) 
mom. cône = *- f ■ ■ J 

substituant ce moment et celui (70) du n^ 172 , dans Téquation (a), il viendra 

pR' (R*-- A'') pA'» (R«~A") p ( R'-y-)' .^, . 
mom. seg. = ■ > ■ \ — r^ — - — ^ / =C2 — _ — L (74) 

1 74. Cette expression peut se mettre sous une autre forme^ en observant que 
A' = AD=AE— DE=R— A;ccquidonneA'»=(R— A)*=R*— aRA+A" ; 
et en substituant , on aura 
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«^«, «.. _ p (R- - R' + ^Rft - ^')' — p'(aR^ - *')' 

moiB* seg. =: I — / — , 

^ y^- {:^K--hy ^^g^ 

175. Le volume d'un segment à calotte ( Géom. a trois dim. , n"^ 215 ) est 
égal kph^ (R — 3] ; si donc jf est la distance du centre de gravité du segment 
au centre de la sphère , nous aurons 

1 76. La distance^ par rapport au plan KB mené par le centre de la sphère, du 
centre de gravité d'un coin de segment quelconque est la même que celle du centre 

de gravité du segment entier; et le volume de ce dernier étant ph^C^- — 3) , 

celui d'un coin dont le nombre des degrés serait m, sera ^^ . 

000 

1 77. Le moment d'un pareil coin ^ pai* rapport au plan KB mené par le 
centre de la sphère , sera donc 

mom. coin seg; = ^^ ^ X 4(^ — 3) 

~ 4x36o ^'^^ 

1 78. Le moment du même coin , par rapport à Taxe de rotation , sera égal à 
celui de la pyramide correspondante , moins celui du secteur du cône qui fait 
partie de cette pyramide. Or (n* 1 64) 

moment py. EC = ^-^X s^g. EDG (fig. 54). 

Pour avoir le moment du secteur du cône , il fiiut observer que la distance 
Dm, du centre de gravité du secteur circulaire qui lui sert de base , par rap- 

porta Taxe de rotation AE (note , page 43) est égale à —2 — ^ DQ 

étant le rayon de Tare de ce secteur \ le centre de gravité du secteur du cône 
sera le point n situé sur la droite Âm a une distance nr^ de Taxe ÂE , égale 
aux \ de Dm, comme Â/i est les \ de Âm ; nous aurons donc 

jj a4o X DC X sin.Jm 180DC X sîn.lm . . 

* pm pm ^ ^ 

10 
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Le volume du secteur de cône sera Taire du secteur circulaire qui lui sert de 
base décrit par le rayon DC, multiplié par le j de AD ou 7 (R — h); h étant la 

flèche du segment; mais Taire de la base est ^^^ ; le volume cherché sera 

donc vol. sect. con«=' .3^^ ..^ (R — h). 

Si nous multiplions ce volume par Texpression (a)y il nous viendra 

_^ . (DC)»(R-A)sintm .-^v 
mom. sect. con. = > — ^ ■ v* ^ 2— ....(78) 

Retranchons ce dernier moment de celui de la pyramide rappelé ci-dessus , 
et il nous viendra 

-^ R*8in. {m «,^^^ (DC)* (R— A)sin.4/n .-qn 
mom. com seg. EG = ^ X seg. EDC •— ^ — 6 ^ ' 

1 79. Nous avons trouvé (n® 1 76) que le volume du coin de 

8eg.EC= \^ («) 

Si g est la distance du centre de gravité de ce coin à Taxe de rotation , en 
divisant le moment précédent par le volume (a) , il viendra 



9 = 



T h\ X { ^' t" ^" X seg. EDG - (P^^ '^-^^ ""-^" l (80) 



limmm^mmÊi^tmmmmm 



LEÇON IX. 

Centres de gravité des corps ellipsoïdes. 

180. Le centre de gravité de Vaire latérale d'un cône à base circulaire est 
le même que celui du triangle par Fouve de ce cône. 

En ef&t, si par des plans parallèles à la ^base on divise le cône en tranches 
infiniment minces , la surface du cône et Taire du triangle par Taxe seront 
diviséss en bandes infiniment étroites qui seront le$ élémens de ces deux sur- 
faces. Les poids des élémens du triangle seront proportionnels a leurs longueurs, 
et les poids des élémens de la surface du cône aux circonférences de cercle qui 
résulteront des sections faites parallèlement à la base ; mais ces circonférences 
sont comme leurs diamètres , lesquels sont les élémens du triangle. liCs élémens 
du cône sont donc proportionneb à ceux du triangle ; de sorte que si nous 
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supposons la surface du triangle uniformément chargée d'un poids total e'gal à 
celui de la surface du cône, les ëlémcns du triangle seront égaux à ceux de la 
surface de ce dernier ; en outre, les centres de gravité des éicmens des deux 
surfaces sont respectivement aux mêmes points sur Taxe du cône ; mais quelle 
que soit la charge d'un triangle , pourvu qu'elle soit uniforme, son centre de 
gravité reste le même; donc le centre de gravite de l'aire latérale du cône est 
le même que celui du triangle par l'axe. 

109. 11 suit évidemment de là que le centre de gravite de l'aire latérale d'un 
tronc de cône est le même que celui du trapèze par i'axc de ce trône. 

170. Supposons une ellipse CAD {fig- 57), qui, par sa résolution autour de 
l'axe AI, engendre une ellipsoïde, et rfu'avec im rayon égal au demi-axe de 
rotation on ait décrit le cecc/eEAF, <jui, tournant autour du même axe Al, 
engendre une sphère. 

Cela posé, menons les doubles ordonnées GH, LM, EF , etc. ; ensuite , dans 
le cercle, les cordes AG, GL ,,.. AU , HU... , et dans l'ellipse les cordes Ag , 
gl ,... Ah, hm..., qui, dans l'une et l'autre courhc, joignent les extrémités des 
doubles ordonnées. Ces cordes, en les faisant tourner autour de l'axe AI, en- 
gendreront , celles qui aboutissent au point A , des cônes , et les autres des troncs 
de cônes qui seront, les uns inscrits dans la sphère , et les autres dans l'ellip- 
soïde. Nous venons de démontrer que le.s aires de ces cônes et de ces troncs 
de cônes avaient les mêmes centres de gravité que les triangles et les trapèzes 
par l'axe qui y répondent j^e dis maintenant que les centres de gravité des trian. 
gles et des trapèzes inscrits dans le cercle sont les mêmes que ceux du triangle et 
deâ trapèzes correspondans inscrits dans l'ellipse. 

En effet , d'abord quant aux triangles GAH , gy^h , il est bien évident qu'ils 
ont le même centre de gravité, puisqu'ils ont leurs bases sur la même droite, 
leurs sommets au même point A, et qu'ils sont tous les deux divisés en deux 
parties symétriques par l'axe de rotation AI. Quant aux trapèzes GUML> ghml 
ils ont même hauteur , les bases proportionnelles , et sont divisés en deux par- 
ties symétriques par l'axe de rotation Al ; ainsi leurs centres de gravité seront 
suri celte droite AI. Nommons G et 3 les distances de cescentres de gravité par 
rapport aux grandes bases LM , Im; par le n' 111 > nous aurons 

^~ 3 -^^^ GH + LM' ^' 5 — 5 ^ sh-^lm ' 

mail GH ; gh \ \ LM : Un =H|^1^*. 

Mettons cette valeur de Im dans celle de g^ il viendra 



9 =^- A 



, . LM X gh 

^h+ — GBr- _NK,,.GH 

,^ LM X%~ 3 ^^ 



-LM 



GH + LM' 
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Donc ^ =: G ; donc les cônes et les troncs de cônes inscrits dans la sphère ont 
respectivement les mêmes centres de gravité que ceux inscrits -dans rellîpaoide. 

i 81 . jLe centre de gravité de Vaire d^une calotte ellipsoïde, dont le sommet est 
Vextrcmité de Vaxe de rotation , est le même que celui de la calotte sphérique 
correspondante dans la sphère dont le diamètre est l'axe de rotation. 

En effet , si Ton divise la flèche, commune aux deux calottes, en une infinité 
de parties égales par des plans perpendiculaires à Taxe de rotation , entre ces 
plans on pourra concevoir dans la sphère et dans rellipsoïde , d'abord un cône, 
et ensuite autant de troncs de cônes qu'il y aura de tranches ; or, tous ces cônes 
et troncs de cônes ont respectivement les mêmes centres de gravité et sont pix)- 
portionels ; or, si le nombre de ces éiémens est infini , leurs sommes seront res- 
pectivement égales à la calotte sphérique et à la calotte ellipsoïde ; et comme ils 
ont respectivement les mêmes centres de gravite , et qu'ils sont proportionnck, 
il s'en suivra enfin que les deux calottes auront le même centre de gravité. Mais 
(n** i65) nous avons vu que le centre de gravité d'une calotte sphérique était 
au milieu de sa hauteur ; il en sera donc de même pour la calotte ellipsoïde. 

182. De ce que le centre de gravité d'une calotte ellipsoïde est au milieu de 
sa hauteur, il faut en conclure que les éiémens de l'aire de cette calotte compris 
entre des plans perpendiculaires à Taxe de rotation , sont égaux entre eux 
comme dans la calotte sphérique ; car, sans cela, la hauteur de la calotte , qui est 
le lieu des centres de gravité des éiémens , n'étant pas uniformément chargée , 
le milieu de cette hauteur ne pourrait pas être le centre de gravité de cette ca- 
lotte ellipsoïde. 

183. De ce que les éiémens d'une zone sphérique quelconque sont propor- 
tionnels à ceux de la zone ellipsoïde correspondante , et que le rapport de ces 
éiémens est le même que celui des axes de l'ellipse génératrice, il s'ensuit que 
Faire d^une zone sphérique est à celle de la zone ellipsoïde correspondante comme 
Vaxe qui est le diamètre de la sphère est à Vautre ; c'est-a-dire qu'on a 

zone sph. l zone ellip. \\ a [ b. 

Or, zone sph. = 2/>a/i, h étant la hauteur de la zone; par conséquent^ 

3/wiA * zone ellip. \\<i \h y 

d'oîi zone ellip. = iiphh , 

cette expression sera donc l'aire d'une zone quelconque d'ellipsoïde. 

184. De là il s'ensuit donc que l'aire d'un demi-ellipsoïde est égale à ^pab^ 
puisque dans ce cas /t=i=:a; et celle, conséquemment , de l'ellipsoïde entier 
a ^pah. 

Mais ( Géom. , pi. n* 799) nous avons vu que l'aire d'une ellipse était pab ; 
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d'où l'on voil que l'aire d'un ellipsoïde est quatre fois celle de l'ellipse généra- 
trice. Il faut donc conclure de là qu'une ellipse tournant autour de son grand 
aie engendrera un ellipsoïde qui uura la même aire que celui qu'on aurait en- 
gendré en faisant tourner celte ellipse génératrice autour de son petit axe. 

185. Supposons (jii'il s''(yisse de (rouver la distance du centre de gravité 
de l'aire d'un fuseau de calotte ellipsoïde engendrée par l'arc d'ellipse Ah, en 
lournanl autour de l'axe AI ; cette distance étant rapportée à l'axe de rotation 
AI , et le fitseau étant compris entre deux plans verticaux , menés par l'axe de 
rotation , dont les projections horizontales sont les droites ab , ac (fig. 57). 

Pour cela, divisons ta hauteur AK de la calotte en une infinité de parties 
égales par des plans perpendiculaires à Taxe de rotation Al , et prenons une de 
ces parties pour unité : les zones entières comprises entre ces ])lans seront équi- 
valentes, puisqu'elles auront la même hauteur (n" 182), Vaire commune à toutes 
ces zones sera 3pb (l'aire de l'élément qui aurait pour base le cercle décrit par 
le demi-petit axe), la hauteur de cet ctéuient étant l'unité intïniment petite. 
Si nous nommons m l'angle bac du fuseau , l'aire commune à tous les élémens 

de celui-ci sera -t . . . Ces élémens étant infiniment étroits peuvent être consi- 
ibu r 

dérés comme des arcs de cercle dont les rayons seront les ordonnées de l'arc 
d'ellipse A/( , abaissées , infiniment près les unes des autres , sur l'axe de ro- 
tation Al. 

La distance du centre de ces arcs ou de l'aie de rotation à leurs centres de 
gravité seront ( note de la page 4^ ) respectivement égales à 

3Go V sia. im 36o y' sin. Jm 36o r" sîn. 'ja 

ti !— . : î- . '- ï_ . etc. 



en nommant respectivement ^, /',/",/", etc. les ordonnées de l'arc d'el- 
lipse \h. 

Les momens de ces mêmes élémens seront donc 

2t>'sin,im, 2by' sin.^ni , ^by" str\>^in, etc., 

Nommons g la distance, par rapport à l'aie de rotation AI, du centre de 
gravité de l'aire du fuseau en question *, nous aurons 

5 X "'•"(^ *!" fus. de cal. = 2bsia.^ni {y+y'+j'-h/'-f-etc.)... («) 

La parenthèse étant la somme de toutes les ordonnées , ou plutôt des élémens 
pdu demi-segment elliptique A/iKj sera éi;ale à l'aire de ce dernier segment : nom 
aurons donc 

g X aire du fus. de cal, = ai sin.^/H X s^g- AAK.... (80) 
L'aire de la calotte elliptique entière jAA = 3pbh (n" 183);/i élant la flèche 
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AK; celle du fuseau en question sera donc ■ t ^ - | m étant Tangle bac du fuseau» 

Si donc nous divisons le moment (80) ci-dessus par Taire du fuseau , il nous 
Tiendra enfin 

36o sîn, {m . ,-. 

186. Si dans celte formule nous disons m =: 180% et A = a, seg. AhK de* 
viendra égal à ^7- j et il en résultera 

36o pab b 

^ iSo pa X 4 ^* 

pour la distance du centre de Tellipsoide au centre de gravite dq quart de Taire 
de Tellipso'ide, ou même de la moitié déterminée par un plan mené par Taxe de 
rotation . 

1 87 . Cherchons maintenant la distance du centre de gravité dCune pyramide 
ellipsoïde engendrée par le secteur elliptique Alh tournant autour de Vaxe de 
rotation AI^ d^une quantité égale à Vangle bac {fig. 5'j)j divisé en deux parties 
égales par le plan CAD . 

Pour y parvenir, supposons la pyramide proposée divisée en une infinité de 
pyramides infiniment petites , ayant leurs sommets au centre de Tellipsoïde , et 
leurs bases infiniment petites sur la surface du fuseau de calotte qui sert de base 
à la pyramide donnée : il est clair que toutes ce^ pyramides élémentaires auront 
leurs centres de gravité sur un fuseau de calotte ellipsoïde correspondant à celui 
qui contient leurs bases , et appartenant à la surface d*un ellipsoïde semblable à 
celui en question ; les axes du nouvel ellipsoïde seront donc les f de ceux de 
TçUipsoïde proposé, et le centre de gravité de ce nouveau fuseau sera le même 
que celui de la pyramide donnée. Or , la distance par rapport à Taxe de rotatiQii 
AI du centre de gravité de ce fuseau , sera évidemment égale aux j de celle du 
centre de gravité du fuseau qui sert de base à la pyramide ; donc (n^ 17S) i 

g = ^X^^2^^^.AhK (81) 

188. Le volume de la pyramide sera égal (n^ i53) à Taire du secteur Alh 
( fig. 57 ) multipliée par Tare du cercle décrit par le centre de gravité de ce 
secteur elliptique , autour de Taxe de rotation AL 

Or (n*^ i3o), la disUnce du centre de gravité de ce secleur elliptique , par 
rapport à Taxe Al , est 

g = j^ tang. -n. 
4 étant Tare de cerclp AH , n le nombre des d^rés de Taogle AIE et C = 



PHINCIPES DE STâTIQDE. 79 

KH : la àrconféreacc du cercle qui aurait cette expression pour rayon serait 
4p& C lanfi. \n^ ^^ y^^ décrit par le centre de gravite du secteur AlA, dans la 
géncratioD de la pyramide, sera par conséquent 



36o X 3 A 



le volanie de la pyramide sera donc 



vol. py. M =sect. AIA X ^'"^^"^-' 



OU (n° 1 27), éq. 37, à cause que sect. AIA = - 
vol. py. A/t = — X —^^- ' * - 

189. Si nous multiplions Fespression de g du n' 187 par ce volume , il noui 
viendra 



rimph" C tang, 
3(Jo"'x"3 



mom. py. A/i 



fe'Cain.|ffi lang. \ 



-X 



unpb'C lang.j 



3lioX3 
-Xseg. AftK (83) 



Xseg. MiK 



On aura le demi-segment d'ellipse AAK, par cette proportion 

a: h : : seg. kha : seg K/t A =: ^ '^^- ^"'^. 

190. Si l'on voulait le moment, par rapport à l'axe de rotation AI , du coin 
de segment répondant à la pyramide précédente, il suffirait de retrancher du 
moment de cette dernière celui du secteur de cône qui fait partie de la pyra- 
mide i le reste serait le moment demandé. 

Kur avoir le moment du secteur de cône, on s'y prendra comme dans le 
n' 1T8. 

191. Le volume du coin de segment d'ellipsoïde s'obtiendra en observant que 
le coin de segment de la sphère est au coin de segment de l'ellipsoïde , comme 
le carré du demi-axe qui sert de rayon à la sphère est au carré de l'autre 
demi -axe. 

Ayant le volume du coin de segment de l'ellipsoïde, et ci-dessus son moment, 
il n'est pas nécessaire de dire comment on arriverait à la distance du centre de 
gravilé de ce coin à l'axe de rotation. 

192. Le centre de granlé d'un segment quelconque ellipsoïde est le même que 
celui du segment de sphb-e cori-espondant j dont le rayon serait hdemi-axe 
de rotation. 
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Eo effet > soit le segment ellipsoïde gkh et le segment sphërique correspon- 
dant GAH(fig. 57). Si Ton divise la hauteur commune AK en une infinité dépar- 
ties égales par des plans perpendiculaires à l'axe de rotation ^ les tranches infini- 
ment minces comprises entre ces plans seront entre elles comme leurs bases > 
lesquelles sont des cercles, qui, par conséquent^ sont entre eux comme les carrés 
des rayons. Mais les rayons de ces cefcles sont respectivement les ordonnées du 
cercle et de 1 ellipse, lesquelles ordonnées sont comme les demi«axcs; d'où H suit 
que les tranches de la sphère sont à celles de Tellipsoïde, comme le carré du 
demi-axe qui est le rayon de la sphère est au carré de Tautre demi^axe de Tel- 
lip segénératrice. Ainsi ces tranches sont proportionnelles. D'ailleurs il est facile 
de voir qu'elles auront toutes leurs centres de gravité respectivement au même 
point. Il résulte donc de là que la proposition est démontrée. 

1 93. Il suit de la que le secteur ellipsoïde I^Âm a le même centre de gravité 
que le secteur sphérique correspondant ILAM« Car les deux segmens Imk. , LHA 
ont le même centre de gravité, et il est bien évident qu'il en est de même des 
deux cônes lm\ , LMI; par conséquent, la proposition est démontrée. Ceci doit 
s'entendre de deux secteurs quelconques. 

194. Nous avons trouvé ( n"" 167 ) que la distance du centre de gravité d'un 
secteur quelconque de sphère, par rapport au plan perpendiculaire à l'axe de 
rotation et mené par le centire de la 6[^re, était 

S— 8 — * W- 

Cette distance appartiendra donc aussi âU centre de gravité d^un secteur quel- 
conque d'ellipsoïde. 

195. Le secteur sphérique est au secteur ellipsoïde dans le rapport des carrés 
des demi-axes. Ainsi nous aurons 

• 1» • • 1 • !!• ^* sect. sph. 
a^ , 6* , . sect. sph. , sect. cUip. = , . 

Mais (n® 1 67) vol. sect. sph^ =2£fLLllJ j donc 

vol. sec. ellip. =r. ^C — ^ ^ (6). 

196. Le moment du secteur ellipsoïde, par rapport à son centre, s'obtiendra 
en multipliant les expressions (a) et (&), et on aura 

Uiom. sect* eliip. = ^ ■ ^ / " " ^ ^ 

1 97. La distance du centre de gravité , par rapport au centre de l'ellipsoïde , 
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(c'esl-à-dire par rapport au plan perpendiculaire à l'axe de rolalion , et mené 
par ce dernier point 1), d'une portion quelconque d'un secteur, comprise entre 
deux plans méridiens, est évidemment la même que celle du secteur tout entier. 

198. Le voUinae d'un secteur d'ellipsoïde entier (n° 195) étant , — — , 

celui d'une pyramide ou portion de ce secteur, comprise entre deux plans méri- 
diens faisant entre eux un angle représente par m, sera ' 

v<,l.py.ellip.=î^i^'....(83) 

1 99. Le moment de celte pyramide s'obtiendra en multipliant son volume par 
l'expression (n) (n" 194), et sera 

mom. py. ellip. — "'''^ ^'~^' ) (84) 

200. Si , de ce dernier moment, on retranchait celui du cône llm , on aurait 
celui du coin du segment qui correspond à la pyramide. 



LEÇON X. 

Centre de gravité des cjlÎQdres tronqués. 



201. Nous avons vu (Géom. h tims dint. n° i35) que si, dans un prisme trian- 
gulaire ABFEC (fig. 6o) dont la face ADDG est un carre, on inscrit un coin cy- 
lindrique AllCF , la section droite du coin étant un quart de cercle ItC , et la 
base AfiFdu prisme étant un triangle rectangle , nous avons vu, dis-je, que si 
l'on menait des plans parallèles à la base ABF du prisme, les «'témens corres- 
pondans de la surface du triangle cylindrique CBF , et ceux du rectangle BDEF , 
compris entre ces plans, étaient équivalens, chacun à chacun , et qu'il s'ensui- 
vait que l'aire entière du triangle cylindrique CBF était équivalente à celle 
du rectangle BDEF. 

Cela posé , supjx>so)ts qu'on nous demande le moment de l'aire de la surface 
du triangle cjUndrîijue Cab, par rapport à un plan mené par le rayon AG , 
parallèlement à la face BDEF. 

Pour cela , menons une infinité de plans parallèles k la base ABF , infini- 
ment voisins les uns des autres , dans la hauteur Ce ; ces plans diviseront 
l'aire du triangle Cab en élémens rectihgncs parallèles à lîF, et le segment de 
cercle caC en élémens rectiligncs parallèles à en ( ces derniers élémens seront 
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les ordonnées de l'arc Ca). Prenons pour unité la hauteur verticale infiniment 
petite couipi-Isc entre tous ces plans; chacun des élémens du triangle cylin- 
drique Cab étant égal à son correspondant dans le rectangle BDEF, égalera 
BF ^= i et leurs moniens , par rapport au plan des momeiis ACLK, parallèle 
à BDEF, seront égaux à b multiplié par 1 élément ou l'ordonnée correspon- 
dante du segment de cercle Crtc ; ainsi , en nommant a; , .r' , x" , a", etc. , les 
élémens successifs de ce segment, à partir du point C, la somme des momens 
desétémens du triangle cylindrique sera : 

mom. triatig. cy. = bx -\' btc' -\- ix", eXf::=b {x-\- x' -\' x"-\-x'^ etc.) 

mais la somme x -\- x' -\- x" ^ etc., des élémens du segment de cercle Cac sera 
l'sire de ce segment ; nous aurons donc 

mom. Irian. cy. = 6 X seg. Cac (85), 

202. L'aire du triangle cylindrique {Géom. a trois dim. n" 1 35) est A X Ce 
:=.ab, en supposant Cc:^ a; si donc nous nommons g la dislance du centre de 
gravité de ce triangle cylindrique par rapport au plan ACLK, en divisant le 
moment (185) ci-dessus, par cette aire , il nous viendra 

S=^^ (80) 

203. Supposons maintenmit tfue Von demande la distance du centre de g ra- 
ftté du volume de la pyramide cylindrigua ÂabC {fig. 6o), par rapport au 
plan ACLK. 

Pour cela, il suffira de considérer que cette pyramide peut être regardée 
comme la réunion d'une infinité de pyramides qui auraient leurs bases sur la 
surface du triangle cylindrique Cab , et leurs sommets au même point A ; et 
que toutes ces pyramides élémentaires auront leurs centres de gravité sur un 
triangle cylindrique semblable à celui qui sert de base à la pyramide totale , et 
appartemmt k une surface cylindrique dont le rayon de la section droite sera 
les j du rayon R de la première surface cylindrique; !e centre de gravité de 
l'aire du nouveau triangle cylindrique sera par conséquent le même que celui 
de la pyramide en question. Mais dans les figures semblables, les centres de 
gravité sont des points homologues ; par conséquent g cl g' étant les dislances 
des centres de gravite des deux triangles cylindriques, on aura 

? : 3 ' '. *. R : ï R ; *. 1 : 1 > 

,, , / 1 3 ses. Cac ,„ . 
d'où g' =\g= — ^ ...'(87)» 

attendu (n" 202) que g = ^-^ . 
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20U. Si nous considérons le triangle BGFj le segment Cac deviendra le 
quart de cercle ABC :^ ~- , et a deviendra le rayon R ; en substituant dans la 
formule (87) ci-dessus, il nous viendra 

î = IS = ^ = R X '-^^ = R X o,589 (88) 



205. En multipliant l'aire du triangle cylindrique Cab , qui est ab (c'est-à- 
ire BF X ^c) j P*r -r , on aura 

vol, py. AniC = — ^■■•■C^g) 

206. Multiplions Féquation (87) ci-dessus par ce volume, et il nous viendra 



mom. py. AtiiC : 



mom. py. ABFG =; 



pW'b 



R6 X seg. Cac 

4— •■ 



, i.ifi 



•(9") 



'^ 4' 



R'SX^|^ = R'4X<>,-96375..-.f9.) 



208. Comme en divisant la hauteur Ce en parties égales par des plans 
paraliclcs ;i la base AU F, les élémens de l'aire du triangle cylindrique Ca6 
compris entre ces plans sont ëquivalens, il s'ensuit, comme pour la calotte 
sphériqiie, que le centre de gravilé de l'aire de ce triangle cylindrique est situé 
dans un plan mené au milieu de la flèclie Ce parallèlement à la base AUF. 
Ainsi , à partir du point C , ce centre de gravilé sera k une distance égale 



209. Si nous voulions la dislance de ce centre de gravité par i-apport à la 
base ABF} en la nommant g , nous aurions 

. = «-"=^^■■••(9^) 



210. Si nous muhipltons celte distance par 7 , nous aurons 
pour la distance du centre de gravité de la pyramide AiiC Jt la base ABF. 



/• 
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21 1 • Multiplions cette distance par le Tolume (n"* 205) à la pyramide kabC, 
qui est — ^ , il nous viendra 

mom. py. ÂoAG = ^ a ~ .... (94) 

pour le moment de cette pyramide par rapport au plan ABF» 

21 2. Si nous £iisons a = R dans les deux dernières formules , nous aurons 

gr = -g- ^ et mom. coin ilBFC = -ô-.—(95) 

pour la distance du centre de gravite et pour le moment du coin cylindrique 
entier ÀBFG , rapporta au plan ABF. 

213. Nous avons trouvé (n? 116) que la distance du centre de gravite d'un 
secteur de cercle au centre de Tare était g = -^ ; dans le cas d^un demi-cercle^ 
G = nR 9 et A = /9R ; en substituant il nous viendra 

4R* 4R / /îN 
^ = 3^ = ■^••••(96) 

Cette distance est aussi celle du centre de gravité d'un quart de cercle, par rap- 
port à l'un des rayons AB, AC qui déterminent ce quart de cercle. 

Le volume du quart de cylindre ABGLFK ( Géom. à trois dim. , n^ i 34) 

est ^y— \ si donc nous multiplions l'expression (96) de g ci-dessus, par ce vdume, 

nous aurons 

mom.jcy.= 5^ X -j = -y-.-(97) 

214. Si nous retranchons de ce moment celui ( n^ 212 ) du coin ABFG 
(fig. 60) , il nous restera 

mom. du coin AFGLK = —5 -rr- = ; 

3 8 24 

= ^ (98) 

ce moment étant pris par rapport au plan ABFK. 

2\ 5. Le volume du coin AFCLK = ABCLFK — ABFC = ?~^ — ^ = 
Zp^^l-J^B ^ ^l^ ^ o,45.R;6.... (99). 
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Divisons le momfint (n° 214) de ce même coin par son volume, et il nous 
■viendi'a 



— 5R'i la 



5R 



5R 
io,85a ' 



R X 0,4607 (loo) 



pour la distance du centre de gravité du coin-AFGLK au plan ADFK. 

216. Le volume de la portion du cylindre qui a pour base le secteur AGa 

est , A étant l'arc Ca. La distance du centre de gravité du secteur CAa 

2CR 
par rapport au rayon AB au plan ABFK (n" 119) est -rr-r , G étant l'or- 
donnée ca et A l'arc Ca ; si donc nous multiplions cette dislance par le 
volume du secteur de cylindre , il nous viendra 



AR* . . aCR R-CA 
mom. sect. cy. = X ^ir ~ -5-.- 



>,) 



217. Si de ce dernier moment nous retranchons celui ( n° 21 1 ) de la pyra- 
mide Aa&C, nous aurons 



1 Ai^rjir K'CS oiH(»R-o) 
mom. sol. AhCLdK = —5- — ^.g = 

8R'C6 — 6atR' 4- 3a'iR Rt (8RC — 6nR + 3a') 



»4 



(102) 



par rapport au plan ABFK. 

218. Si du volume du secteur de cylindre que nous avons trouvé (n° 216) 
^al à — , nous retranchons celui de la pyramide ÂaiC , qui est ( n" 205 ) , 

i^i à -ô-j D0U3 aurons 

1 II «irriT^ ARJ ahK 3ARi — aaiR 
vol. soucie AACLiiK^ — 5- = 7; 

2 3 O 



_ Ri(3A— aa) 



..(103) 



219. Divisons le moment ci-dessus par ce volume, nous aurons 



S = 



8RC — 6aR + 3 



.(104) 



4 (3A— ao) 

pour la distance du centre de gravité du solide AiCLe/ , par rapport au plau 
ABFK. 

220. J.3 distance du centre de gravita du secteur AaG, par rapport au 
rayon AC (fig. 60), est ^ X tang. 4m (n" lîi), C étant la corde m, A 
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Tare Ca, et m le nombre des degrà de Tare Ga« Si netis nmltiplion» cette 
distance par le volume du secteur cylindrique ACadLK , nous aurons i par 
rapport au plan ÂGLK; 

mom. sect. cy. XCadLK = — X -ôt- tang.7m=— 5— X t^ng. \m (io5) 

Si de ce moment on retranché celui de la pyramide AabC (n* 306) , il nous 
Tiendra 

tnom* sol. AbCLdK = -7— X ^^g« i^ r ^ ^8* CaC = 

o 4 
— (4GR tang.ijw — 3 seg. Coc) (106) 

par rapport au plan ÂKLG. 

221. En divisant ce moment par le volume de ce solide , trouvé ( n» 218 ) , 
il en résultera 

4RC lanff. Jm — 3 see. C^c , . 
g = ^tA r-s (107) 

^ a(3A — sa) ^ ''^ 

pour la distance du centre de gravité de ce même solide AbCLdK , par rapport 
au plan ÂKLG. 

222. Si dans la formule (106) nous disons G = R, m = 90^ , seg Cac 
= 7 cercle = 2_ ^ il nous viendra 

mom. coin AFGLK = ~i- LJ = ^'^ ^'^ - .» 

_ R^5(i6— 3x3,t4a) __ B^ft (16 — 9,4^6') 

48 "" 48 

_ R^3 X 6.S74 a w «3. / ON 
= ^8 ~ o>i37XR^* (108) 

223. Si dans la formule du n» 221 on fait C = R, a = R, A = jcirc. = 
— , »»= 90", et seg. C<ic= X cercle ='^j- > il Tiendra 

4R. _ a* 

«— 4 _ R 06-3p) _ R X 6,574 p^ ,0 f^. 

a = — 70-iT — v = -m T^ == r- = R X o,3o3 (loq) 

2(M^.aR^ 4C^/'-4;) ai,7o4 ^ * '^ ^^ 

pour la distance du centre de gravité du coin AFCLK , par rapport au 
plan ÂKLG. 

224. Supposons , maintenant , qu'il s'agisse du coin de cylindre elliptique 
A6FG (fig. 61); si on le compare au coin du cylindre circulaire ADEC , qui 
lui est inscrit , les iUmats infiniment minces de ces deux coins de cylindre , 



w i 



parallcles à la base AIÎF, seront entre eux comme les carrés des demi-axes AC, 
AB du coin elliptique. 

En eflét , i" les éléinens du coin de cylindre circulaire seront des prismes 
triangulaires de même hauteur, et seront, par conséquent, entre eux comme 
leurs bases, qui sont des triangles semblables, dont les côtés homologues 
sont les ordonnées du quart de cercle CD abaissces sur le rayon CA ; par consé- 
quent, les primes élcmentaires de ce coîn circulaire, seront comme les carrés de 
ces ordonnées. 

2". Les élémens du coin de cylindre elliptique seront aussi des prismes triangu- 
laires , qui auront la même hauteur que les précédcns, et seront par consé- 
quent entre eux comme leurs bases, qui seront des triangles semblables dont 
les côtés homologues seront les ordonnées du quart d'ellipse abaissées sur le 
demi-petit axe AC ; les élémens du coin de cylindre elliptique seront donc entre 
eux comme les carrés de ces ordonnées. Mais les ordonnées du quart de cercle 
ACD sont à celles du quart d'ellipse ACB tjB* A(BetA étant les demi-axes 
AG , AB de l'ellipse) ; les élémens du coin circulaire sont donc respectivement h 
ceux du coin elliptique ' * B^ ' A', et p-r conséquent les coins entiers seront dans 
ce mcme rapport, comme il fallait le démontrer. 

225. Le Tolume du coin de cylindre circulaire étant — ^ — , on aur» 



B=: A^ 



. . B* XDE , 



vol. coin ell. =: ■ 



Mais les triangles semblables ADE , ABF donnent 

. . » . . „!■ . nu _ B X "F . 



par conséquent, 

vol. coin cl 
ou en faisant BF = &, 
vol. 



A* X B X BF 



, ellif 



.lî. h 



,.(.10) 



226, Ce que nous disons des coins entiers est applicable à des portions quel- 
conques Cabd, Cad de ces deux coins , et par suite aux pyramides cylindriques 
A6fiC, Ac/C ; car les pyramides polyèdres AWfl, Ac/n , ayant même hautenr, 
sont entre elles comme leurs bases qui sont dans le rapport des élémens des 
deux coins, et par consérpient dans le rapport de B^ " A^. Or^ le volume de la 
pyramide cylindrique circulaire AciC (n''205) est 

DE X Crt X CA DExrtXB 



SB 




CODES DE COKSTRCCnOK 




ou comme (n" 225) 




A 






py- 


B" X o X BF 


B'oi 




cicc. _ 3j^ 


- 3A 


en frisant BF = 4. 








Donc 


B' 


. . . B'oi . , 

, ^ ,\ -rr ' ™- py* 


clllp. 



OU ' . A , ,-;7- , vol. py. clllp. = ^ï-.... (m) 

227. Le volume du secleur de cylindre elliptique AtCLAK est égal au secteur 

khc multiplié par BF = i ; maïs (n" 1 27) sect, ellip. ^=- ^ on aura donc 

, , ... hK X arc Ce , . 
vol. secl. cy. ellip. := .... (i la) 

228. Le volume du solide /liiCAKL est égal à celui du secteur cylindrique 
ettiptique A&CLAK, moins celui de la pyramide elliptique Aii/G : donc 

Tol. solide AiCAKL = ^iSilEiS _ ^ 

kh (3 arc Ce — ao) -. 

_ _ {ixi) 

229. Puisque les élémens parallèle» à la base ABF du coin cylindrique 
cUiplique ABFG sont proportionnels à ceux du coin cylindrique circulaire 
ADEC , et que les centres de gravité de ces élémens sont respectivement à des 
distances égales par rapport au plan ABF, il est facile de voir que les centres 
de gravité de ces deux coins sont à la même distance de ce plan ABF ( voyez 
n" 208). 11 en sera évidemment de même pour le centre de gravité , 1" de la 
pyramide AWC , comparée à la pyramide Ac/G (voyez n" 209); 2" du coin 
AFCLK, comparé au coin AEGHG (voyez n" 21.'() , et 3° du solide ArfCAKL 
comparé au solide eZGAGII (voyez n" 218). 

Comme nous venons de donner ci-ttessus les volumes de ces diverses portions 
de cylindre elliptique, et que dans les numéros cités on trouvera les distances 
(te leurs centres de gravité par rapport au plan ADF, il sera facile d'en déduire 
leurs momens par rapport au même plan. 

230. Les élémens parallèles au plan ABF de toutes ces diverses portions de 
cylindre elliptique étant semMables aus élémens correspondans des portions 
correspondantes du cylindre circulaire, les distances des centres de gravité des 
élémens des portions de cylindre elliptique , par rapport au plan AKLC, seront 
aux distances des élémens correspondans des portions correspondantes du cylindi 
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circulaire , par rapport au même plan , comme les lignes homologues de ces 
elémens semblables , et par conséquent comme les demi-axes de Tellipse. 

231. Il suit de là 9 V que si^ est la distance du centre de gravite de la py- 
nmide Âc/G ^ et G celle du centre de gravité de la pyramide AbdC y on aiura 

Mais (n" 203) g = ^ '^^.^'"'' 

donc ?j!g_Çff:G::B:A, 

d'où G = ^^/X^*" ' ^^^^^ 

232. n suit encore de là que si g est la distance du centre de gravité du 
solide Â/eGHG , et G celle du centre de gravité du solide ^CAKL , on aura 

b:a::^:g. 

Mais (n- 221) g = 4 B X .c X tnng Jrn - 3 se^. Cac 
y^ ^ y 2 (3 arc Ce — sac) 

donc ^.f^yJ^Xac^i^-^^i'n-i^e^.Cac .q 

• • • 2 (3 arc Le — aac) 

A ( 4B X ^g X ^a^S- î^y» — 3 seg. Cac ) /jaç\ 

aB (^ arc Ce — aac) ^ -^ 

233. Si du rayon ÂB = R on retranche la distance du centre de gravité 
du coin AFGLK (fig. 60) au plan AGLK, trouvée ( n' 223), nous aurons la 
distance du même centre de gravité par rapport au plan BFED^ et cette 
distance sera 

é/ = R — R X o,3o3 = R (i— o,3o3) = R X ofig'j.... (216) 

234. Cette distance sera la même , par rapport au même plan BFED, pour 
le centre de gravité du coin double de AFCLK^ dont la forme est indiquée dans 
la fig. 6a par GIFGHC. Ainsi, la distance dn centre de gravité du coin CIFGHC 
(fig. 6a), par rapport au plan tangent mené par la génératrice CB parallè- 
lement au plan IFGH^ sera de même 

^=RX 0,697 (117), 

R étant le rayant KG. 

235. Nous avons trouvé (n"" 218) que le volume du solide bCALd=: 

— ' — ^^ — ^ (fig. 60) ; celui du coin entier AFGLK s^obtiendra en obser- ' 
vant que, dans ce cas, A = CB = 7 cir. = — , et que a = C A = R ; en 

ivbslituant on aura donc 
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vol. coin AFCLK = ^(^ _ sR) = 5^ (3/, - 4) 

Par conséquent (fig. 62) , on aura 

vol. coin ICFGH = R^ X KE X a X o,45a ; 
ou bien , à cause que aKE = DL , 

vol. coin ICFGH =R» X DL X 0,452 (118) 

236. Le moment de ce coin , par rapport au point G, s'obtiendra en mul- 
tipliant ce dernier volume par le bras de levier (117) du n** 234; de sorte 
qu'on aura 

mom. coin ICFGH = R3 X DL X 0^697 X o,452 
= R3X DLX 0.315 (119) 

237. La distance du centre de gravité du demi-cylindre lAFGDH (6g. 62), 
par rapport au plan IHGF, est égale à celle du centre de gravité du demi- 

cercle GDH par rapport au centre K , qui est 3— (n** 1 1 6) ; par conséquent , 

par rapport au point C , cette; distance sera 

4R , n _ 4R + 3pR _ R (4 + 3p) _ « w 4 + 3 x 3,142 

àp '^^'^ 3^ — 3^ — '^ A 3x3, 142 

= 1,42435 XR 020) 

Le volume de ce demi-cylindre sera^XKE=^XDL = 

R* X ^ = R* X DL X 0,7855 (121) 

Par conséquent son moment sera 

mom. ^ cyl. lAFGDH = R^ X DL o,7855 X i>2425 X R 

R3 X DLXi,i»87 (122) 

238. La distance du centre de gravité du coin IFLA (fig. 60) , par rap- 
port au plan IHGF , prolongé , est y = R X 0,689 ( n"* 204 ) ; la distance 
du inéme centre de gravité , par rapport au plan tangent mené par la drmtc 
CB , sera donc 

flf =^ R 4- R X 0,589 = R ( I + 0,589) = R X 1,589 (123) 

239. Le volume du coin IFLA est le même que celui du double du cotn . 
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ABGF (fig. 60) , qui est — i — 5 j ou, pour la fig. 62, 5 = — 5 — , 

le moment de ce coin , par rapport au plan tangent mené suivant GB , 
sera donc 

mom. coin IFLA = ^r — X R X i^SSg 

= R3 XDLX 0,5296 (124) 

240. Le volume du coin total LCGDHG (6g. 62), est égal à celui du cy- 
lindre AG (fiéom. à trois dim.j n° i46), il sera donc égal à 

/?R»XKï^=^XDL = R^XDLX 1.57 1... (125) 

241 . Appelons g la distance du centre de gravité de ce coin total , par rap- 
port au plan tangent , mené par la génératrice GB; le moment de ce coin sera 

<7XR'XDLXi.57i (126) 

Mais ce moment doit évidemment être égal à la somme des momens 
4 <• Du coin ICFGH, qui est R3 X DL X o,3i5... ( n" 236) ; 
2'^ Plus celui du demi-cylindre lAFGDH , qw est 

R3XDLX i>i»8 (n«'237); 

Et 3» plus celui du coin IFLA , qui est R' X DL X 0,5396 (n* 239) : 
on aura donc 

^ X R* X DL X ï»57i = R3 X DL (o,3i5 + 1,118 + 0,5296) : 
ce qui se réduit à ^ X »>57i = R X ijS^aS, 

d'oii on lire g = ^X 7^ = R X i .Md'^v" 27) 

pour la distance du centre de gravité du coin total LGGDHG , par rapport 
AU plan tangent mené suivant la génératrice BC. 
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LEÇON XI. 

Centres de gravité de Fellipsoïde engendre autour d'un axe horizontal , du paraboloïde et 

d'un corps généralement quelconque. 

242. Supposons un ellipsoïde de révolution, engendré par la demi-ellipse AcB 
(6g. 58) tournant autour de Taxe AB supposé horizontal , et une sphère en- 
gendrée par le demi-cercle LcK, décrit avec le demi-axe le pour rayon^ tournant 
aussi autour du même axe AB ; supposons, de ^lus^que Ton coupe, par un 
plan re parallèle à Taxe de rotation , et Fellipsoïde et la sphère, la section faite 
dans rellipsoïde (^Géom. à trois dim. , n^ 228) sera une ellipse semblable à 
Tellipse génératrice, et celle faite dans la sphère un cercle. 

Cela posé, je dis que le segment Rce de Fellipsoïde sera a celui Rc5 de la 
sphère j comme le demi-axe IB de rotation est à celui qui est le rayon de la 
sphère. 

En effet , si Ton divise la flèche Qc , commune aux deux segmens , en une in- 
finité de parties égales par des plans parallèles à celui sur lequel sont les bases de 
ces segmens, les tranches que ces plans comprendront seront les élémens de ces 
segmens , et , attendu qu'elles sont infiniment minces , pourront être regardées 
comme des cylindres de même hauteur , dont les bases seront , elliptiques dans 
le segment ellipsoïde , et circulaires dans le segment de la sphère : les cylindres 
appartenant au segment ellipsoïde sont donc à ceux appartenant au segment 
sphérique, comme les bases des premiers sont aux bases des seconds. Mais les 
bases circulaires sont inscrites dans les bases elliptiques correspondantes, comme 
le cercle LcK est inscrit dans lelUpse génératrice. Mais ( Géom. pi. n° 798 ) 
Faire du cercle est à celle de Fellipse , comme le demi-axe , qui sert de rayon 
au cercle, est à Fautre demi-axe. Ainsi donc , attendu que les sections faites dans 
le segment ellipsoïde sont des ellipses semblables à Fellipse génératrice, les élé- 
mens du segment sphérique sont à ceux du segment d'ellipsoïde , comme le 
demi-axe le est au demi-axe IB de révolution , et par conséquent les segmens 
entiers seront dans le même rapport \ c'est-à-dire qu'on aura 

seg. ellip. • seg. sph. l\a l b , (^28) 

comme il fallait le démontrer. 

243. Supposons que l'ellipse CEDF {Jlg. 58), et le cercle YEZF soient les 
projections horizontales de Fellipsoïde et de la sphère ; que l'ellipse TGUH soit 
celle de la base du segment rce de Fellipsoïde , et le cercle VGXH celle de la 



rawcipw de' statique. gS 

base du segment Rcs tle la sphère. Cela pose, menons l'ordonnée PM sur l'axe 
EF, et les droites Pi, Kt au centre i : si, snr ces droites l'P, i'N et l'axe CD, on 
suppose trois plans verticaux, les deux plans élevés sur les droites iD , iP com- 
prendront un coin du segment ellipsoïde dont la projection verticale est P'ce , 
et les plans élevés sur les droites l'D, l'N , un coin du segment splicrique dont la 
projection verticale est Wcs. Je dis- que ces deux coins de setfinent sont entre 
eux, comme le demi-axe de m'olutiou est au demi-axe qui sert de rayoïi à la 
sphère. C'est-à-dire que 

coin spli. * coin ellip t * i ï «• ... (l-i^) 
Cette proposition se démontrerait de la même manière que la précédente. 

244. On démontrerait aussi , de la même manière, que les volumes des pyra- 
mides qui auraient leurs sommets au centre commun à l'ellipsoïde et à la 
sphère, et pour base le fuseau P'ce du segment d'ellipsoïde , et le fuseau scN' du 
segment de splièrcj sont entre eux , comme les axes de l'ellipse régénératrice; 
c'est-à-dire que 

py. sph. ; py. ellip. ' ^ i I a (130) 

245. Je dis mainlenaiit que les distances des centres de gravité de ces mêmes 
pyramides , par rapport au plan horizontal mené par l'axe de rotation AU de 
l'ellipsoïde, sont égales. 

En elTet, si l'on divise ces pyramides en tranches inBniment minces, par des 
plans parallèles à celui mené par l'axe de rotation AB (fig. 58), ces tranches 
seront proportionnelles, et auront respectivement les centres de gravité à la 
même distance du plan horizontal ; par conséquent , en projetant les centres de 
gravité sur le dernier axe le, on aura deux systèmes de forces appliquées aux mêmes 
points de ce dernier axe, les unes respectivement égales aux élémens de la py- 
ramide ellipsoïde , et les autres respectivement égales aux élémens de la pyra- 
mide sphériquc ; les forces de ces deux systèmes seront donc proportionnelles ; 
et , comme elles auront le même point d'application , leurs résultantes auront 
le même point d'application aussi, qui est évidemment la projection commune 
sur l'axe le des centres de gravité des pyramides : donc, ces deux centres sont 
k la même distance de l'axe de rotation AB. 

240. Les momens de ces deux pyramides, rapportés au plan horizontal mené 
par l'axe de rotation Ail, seront donc dans le même rapport que les volumes 
de ces pyramides ; on aura donc (n" 244) 

mom. py. sph. l mom. py. ellip. l ', b ', a (131) 

247 . Les distmtces des centres de gravité (toujours des mêmes pyramides, mais 
par rapport à Vaxe le perpendiculaire au plan mené par l'axe de rotation AB) 
sont entre elles comme les demi-axes h et a de l'ellipse génératrice. 
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En effet , si l'on divise ces deux pyramides en tranches parallèles au plan mène 
par Taxe de rotation, ces tranches étant in6niment minces seront^ dans la pyra^ 
mide spherique , des secteurs circulaires semblables au secteur iNX, et, dans la 
pyramide ellipsoïde, des secteurs ellipsoïdes semblables aux secteurs iPU; par 
conséquent, le rapport qu'il y a entre les distances des centres de granité des 
secteurs iNX, iPU , par rapport à l'axe GH, ou à Taxe le , est celui des demi- 
axes de Tellipse génératrice ; mais les aires de ces mêmes secteurs sont dans le 
même rapport ; les momens des éiémens des pyramides seront donc comme les 
carrés de ces demi-axes , et par conséquent ceux de ces pyramides elles-mêmes : 
on aura donc 

mom. py. sph. * mom. py. ellip. * * ^* I a*...,(a). 
Nommons^ et g' les distances demandées; nous aurons 

mon. py. sph. = ^ X vol. py. sph.; et mom. py. ellip.= 3r' X ▼ol- py- ellip. 
En substituant dans la proportion (a), il nous viendra 

g X vol- py. sph. : g' X vol. py. ellip. : ; b^ : a^ (132) 

Mais nous avons vu (n^ 244) que 

vol. py. sph. \ vol. py. ellip. \\b \ a..,.. (133) 
Si nous divisons la proportion précédente par celte dernière^ nous aurons 

g:g'\\à:a (134) 

Centres de gravité des corps paraboloides de ré\fOÎutioiu 

248. Le centre de gravité G d'un paraholoïde engendré par la parabole ACB 
(fig* Si) p tournant sur son axe CD , est sur cet axe à une distance CG du sommet 
C égal à j CD. 

En effets inscrivons le triangle ACB dans la parabole génératrice, et divisons 
la hauteur DG en une infinité de tranches infiniment minces : ces tranches 
pourront être regardées dans le paraboloïde comme des cylindres droits de même 
hauteur, et dans le triangle ACB, comme les éiémens de ce triangle. Les cylin- 
dres élémentaires du paraboloïde ayant même hauteur, seront entre eux comme 
leurs bases, qui sont entre elles comme les carr& de leurs rayons, c'est-à-dire , 
des ordonnées de la parabole génératrice \ mais les carrés de ces derniers {Géom. 
pi. n^ 451 ) sont comme les abscisses comptées à partir du sommet G; les cylin- 
dres élémentaires du paraboloïde seront donc comme ces abscisses ; or les éié- 
mens du triangle AGB sont conune ces mêmes abscisses ; donc j les éiémens du 
paraboloïde sont proportionnds à ceux du triangle , mais ces nilaies élémeos 
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ont respectivement les mêmes centres de gravité situés sur l'axe de rotation CD ; 
donc enfin le centre de gravité du paraboloïde sera le même que celui du 
triangle ÂCB, qui est le point G de l'une CD, à une distance du sommet C 
égale à j CD , ce qu'il fallait dcnionlrcr. 

249, Il est évident que la distance du rentre de gravité d'un coin quelconque 
d'un segment ACB de paraboloïde, par rapport au plan langeant perpendiculaire 
i l'axe de rotation CD, est It même que celle du centre de gravité du segment 
entier. 

pal» 



250. Le volume d'un segment paraboloïde (n" 1 59) est - 
nombre des dégrés d'un coin, le volume de ce dernier sera 
multiplions ce volume par •= DC = -5- 

mom. coin parab. = 



; si donc m est le 



mpab* 



(n" 249) il nous viendra 



251 . Le moment du même coin paraboloïde , par rapport à l'axe de rotation 
CD, est exprimé par la formule suivante : 

4p'a'A sii 



mom. coin, parab. = 



■ 036) 



En effet, divisons la flècle DG en une infinité de parties, par des plans per- 
pendiculaires it l'axe de rotation CD; ces plans comprendront des cylindres 
droits , dont les bauteurs inliniment petites, mais inégales entre elles, seront 
représentées par h, h' , h" , A", etc. , et dont les bases seront des secteurs de 
cercle d'un nombre de dégrcfs, représenté par m, qui auront pour rayon les or- 
données de la parabole génératrice CIÏ , qui répondent respectivement aux 
abcisses h, h -\r h' ,h -^ h' -^h" ^ elc. Nommons /,/',/", /", etc. , ces 
ordonnées ; les volumes de ces cylindres seront 

mpY*h mpf'h ' mpY"'h" mpY"'h"' 

"3(ï^' àtio ' 3Co ' '"^ ' ^^^■■•' W 

L'équation de la parabole (Géom, pi. n" A49} donnera 

y^ — p'x, y'= — p'a:\ 

retranchons ces équations membre à membre , il viendra 

/'=■— 7* = ;^' (-r' — -0 ou {y+y'){y' — y)=p'{x'—x). 

Mais x' —x — h; donc (^y -\.y')(^y' — y)=hp'. 

Or, quand m est infiniment petit , y' diffère infiiiiuient peu de y ; de sorte 
que si leur difiërcncc infiniment petite est rf , on aura 7' — / = d, et par con- 
tëf|ucn t 



4 
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(y + d+y)d^=zhp'y ou a/d + d^:=:zhp' .... (b) 

mais d étant infiniment petite d* peut être suppose égal à zéro^ car c]{^ est in- 
finiment petit par rapport d , ce qui réduit Texpression (b) à 

2jrf = A;i' , d'où A5=^^0UÀ = ^, 

en prenant d pour unité infiniment petite; on iura donc 

h' =1%, h"=^\h' = K , etc. 
si donc nous substituons dans les expressions (a) , il nous viendra 

^^Py ^mpr' ^ ^rnp/'^ ^rnp/"^ 
36op'' 1507' 3boy 36o/>' ' ^ 

Les distances des centres de gravité de ces secteurs de cylindres ( note * de 
la page 43) , seront respectivement 

240 y sin. ^m a4o r' sîn. {m a4o r*' sîn. J/» 

' , ' , ■ 9 etc. 

pm ^ prit pm 



Les momens de ces secteurs de cylindres seront donc 

4x* sîn. {m 4j'* sin. ^m 47*" sin. {m 



, etc. 



3/ ' 3p ' 3p' 

En faisant la somme de ces momens, il viendra donc 

mom. coin, parab. = ^ ^'"'^*^* (7"^ + /'^ + j"^ +7"* ) 

Mais nous venons de prendre pour unité infiniment petite les différences suo* 
cessives entre les/,/',/", etc. Si donc y=: i , on aura /' =::î, /" = 3 , 
y" = 4> ®^c« > et le moment ci-dessus sera 

mom. coin parab. = / î ( i + 3* + 34 + 4*^ + 5^ b^) 

b étant égal à DB. 
Mais ( note « ) la limite des 4^ puissances des nombres naturels , depuis 

I jusqu'à bj Tunité étant infiniment petite ^ est -r- \ par conséquent 

, Lb^ sin. -If» Ap'à^b sin»^ Jm /.#>^x 
mom. com parab. = -^—5 — ^-^ = s-....(^1o/j 

en observant que b^ z=zp'^a^y résultat conforme à Ténoncé de la question. 
252. Dans le n* 250, nous avons vu que le volume d'un coin paraboloïde était 

f^^ '^ ; si nous divisons le moment ci-dessus par ce volume , en nommant g la 
ax36o 
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distance du centre de gravite de ce coin à l'axe de rotation , il viendra 



^p'a*b sin. ;/n X g X 36o 8 X 'JGo p'a sin.^n 



j mpab* 



iD mpb 



.,..(,38). 



233. Supposons ,, pour finir ce qui est relatif aux centres de tjravité^ un 
corps d'une forme quelconque ^ mais terminé d'un côté par un plan supposé hori- 
zontal pour fixer les idées (,<]ue nous preiidi-ons pour plan de pwjection 
horizontale), et demandons-nous le centre de gra\'ité de ce corps. 

Pour cela soit ABGH (fig. Sg) la trace horizontale de la surface du corps ; 
DEG sa projection verticale dans un plan peipendiculaire à une droite AG 
menée, dans le plan de projeclioii horizontale, au travers du corps, et IKL 
une seconde projection verticale dans un plan parallèle à cette droite AC. Per- 
pendiculairement à cette droite AC, menons des plans verticaux dont les traces 
horizontales soient les droites ab , cd, ef, BH , gh , ilc , Im, et de telle sorte que 
ces plans divisent la droite AC en parties égales, assez petites , pour que les arcs 
Aa, ac , cC) etc., compris entre leurs traces liorizontales , puissent être consi- 
dérés comme des lignes droites sans erreur sensible. Supposons ensuite que 
les courbes DEG, g' r' h' , o'g"k' et r' t' m' soient les proieclions verticales 
des intersections de ta suite des plans verticaux perpendiculaires ù la droite AC, 
avec la surface du corps. Les secondes projections verticales de ces mêmes sections 
seront les droites b' b" , d' d'\ f'f, etc. 

Acluellemenlj supposons que d'après le n" 142 on ait déterminé les aires et 
les centres de gravité des surfaces AEG, ^'r' A' , o'j'i' , r' t' m' ,... Nommons 
S, S', S", S".... les aires de ces surfaces, et j , ç' , f/", jf*,... les distances à 
Taxe DM des centres de gravité de ces mêmes surfaces, et enfin appelons m l'é- 
paisseur des tranches faites dans le solide. 

Ces Iranchcs étant très-minces, pourront être regardées comme des cylindres 
, droits d'une hauteur égale à leur épaisseur, et dont les bases seront ces sections 
elles-mêmes ; ces cylindres excéderont un peu la tranche à laquelle ils corres- 
pondront, mais d'autant moins que les tranches seront plus minces. 

Les centres de gravité de ces cylindres se projecteront ( sur le plan vertical 
dont la ligne de terre est ta droite DG), sur les centres de gravité des aires que 

nous avonsappclées S , S' , S", S" ; par conséquent , les distances de ces 

centres de gravité à l'axe DM, ou plutôt au plan vertical dont les traces sont 
les droites DM, 1)B, seront respectivement g , g' ■, g" , 3' 

Les momens de ces cylindres , à partir de celui dont la base a pour projec- 
tion horizontale la droite Im , seront : 

i". Mom. du cyl. r'('»i' = S X '"Xs > 

2". Mom. du cyl, o'j "A:' = S' X'^Xj' ) 

i3 
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3^ Mom. du cyL y' r"*' = S" X m X g" , 
4^ Mom. du cyl. DEG = S''X»» X^^i 
eteé 

La somme de ces momens , qui est 
sera égale au moment du solide , dont le volume est 

Si donc nous appelons G son bras de levier^ nous aurons 

GX(S + S' +S" +S^..) = &/ +S'^' +SY +S^S^-)--039) 

d'où G - s^ + y^ + sy + sy ,.. 

Pour avoir les momens par rapport au plan dont les traces sont les droites 
l\, IN, on observera que les distance» des centres de gravité des cylindres suc- 
cessif y it partir de celui dont la base a pour projection horizontale la droite a&^ 
sont respectivement 7»», 7m, |m, ^m , etc. 

Ainsi , les momens de ces cylindres seront 

4*» Mom. du cyl- r't'm' = SX»» X > = 7»»' XS^ 
2*^ Mom. du cyl. o'^"*' =S' XwtX> = >'XSS 
3^ Mom. du cyl. g ' r"À' = S" X *» X > = 7^^ X S" , etc. 

La somme de ces momens sera donc 

^* (S+3S' +5S" ^'jS' ) 

On aura donc, en appelant G' la distance /du centre de gravité du corp» 
au plan NIA , 

G' (S+S' + S'^ + SV..) = ^(S + 3S' + 5S + 7S^..)....(I40 

et par conséquent 

^ — s + s^+s^ + s*^... ^^^^^• 

254. S*il y avait une autre partie du corps au-dessous du plan horizontal, 017 
chercherait les distances de son centre de gravité par rapport aux mêmes plans 
de momens , et ensuite , le moment résultant de ces deux portions du corps. 
Ainsi, au moyen des formules précédentes y on pourra trouver la position de la 
verticale, passant par le centre de gravité d'un corps quelconque. 

Si Ton voulait la distance de ce centre de gravité par rapport au plan hori- 
zontal, on prendrait les momens par rapport à ce plan, au moyen de la for- 
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mule (iSg) ci-dessus, en supposant dans celle formulequej, g' , g'\ g".— 
seraient les dlstant^^ des centres de gravite des tranches verticales , par rapport 
au plan borizonlal. 

Cette mclliodcest générale, mais elle est un peu fatigante par la longueur des 
calculs arithmétiques qu'elle entraîne avec elle dans lu pratique, et ne donne le 
centre de gravit* que d'une manière approchée ; mais , dans les cas où les corps 
ne sont pas géométriques, elle est indispensable. 



LEÇON XU. 



l'équilibre des corps solides qui s'appuient sur un plan inébranlable , par un 
plusieurs points , en ayant ^gard ou non au frottement. 



255. Supposons quun corps sans pesanteur ne touche un plan inébranUâtè 
et parfaitement poli fjtie par un seul de ses points , et t/iie ce corps ne soit 
poussé sur le plan que /xir une seule force, qui pourra être la résultante de plu- 
sieurs autres ; je dis que le corps «e restera en repos , sur le plan. , que si la di- 
rection de la force 

1 " Passe sur le point d'appui , 

2° Est perpendiculaire au pUin résistant. 

En elTct , 1^ si la direction de cette force ne passait pas par le point 
d'appui, elle aurait un certain moment, par rapport à ce point , dont l'cOet 
serait évidemment défaire tourner le corps , soit d'un coté, soit d'un autre, 
autour de ce point. 

2° Et, si cette même force, passant par le point d'appui, n'était pas per- 
pendiculaire au plan résistant, soit PC ( fig. G3) sa direction, faisant un 
angle aigu ACB avec le plan Clï ; si AC représente l'intensité dç cette force , on 
pourra la décomposer en deux, l'une CD perpendiculaire au plan d'appui qui 
sera détruite par la résistance de ce plan, et l'autre CB parallèle à ce même 
plan. Or, le plan étant infiniment poli, rien ne s'opposera à l'efiét de cette der- 
nière force ne ; elle aura donc pour résultat de faire glisser le corps sur le 
plan d'appui. 
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256. /e dis maintenant que , dans les mêmes circonstances , les condi- 
tions . ci-dessut sont suffisantes pour que le corps soit en repos. 

En effet , considérons que si la direction de la force qui pousse le corps sur 
le plan passe par le point d'appui , le moment de cette force sera nul dans 
tous les sens, et par conséquent il n'y aura aucun mouvement de rotation au- 
tour de ce point d'appui. Et^ si en mémetempis la direction de cette force est 
])erpendiculaire au plan résistant, il ne pourra y avoir aucun mouvement 
de translation ; car cette direction étant perpendiculaire au plan y le sera 
aussi a toutes les droites menées par son pied dans le plan s par conséquent 
le corps ne pourra glisser dans aucun sens , ou il glissera dans une infinité de 
directions différentes en même temps ; mais un corps ne peut suivre qu'un seul 
chemin à la fois ^ il restera donc en repos. 

257. Il suit de là que si un corps abandonné à la seule action de la pesan- 
teur reste en équilibre sur un plan qu'il ne touche que par un point, 1° la 
verticale abaissée du centre de gravité du corps passera par le point d'appui ; 
2"" elle sera perpendiculaii*e au plan résistant, c'est-à-dire que ce dernier sera 
horizontal. Réciproquement , si ces conditions sont remplies , le corps restera 
en repos sur le plan résistant. 

258. Si un corps sans pesanteur s* appuie par deux de ses points sur un plan 
résistant parfaitement polij et s'il vCest poussé sur ce plan que par une force (qui 
pourra être la résultante de plusieurs autres^, le corps ne restera en repos 
qu^autant que j V la direction de la force rencontrera le plan sur la droite qui 
joint les points d'appui j et entre ces points ; 2* cette direction sera perpendi'- 
culaire au plan résistant. 

En effet , 4° si cette force ne rencontrait pas le plan sur la droite qui joipt 
les points d'appui , elle aurait un certain moment , soit autour de cette droite ^ 
soit autour d'un des points d'appui , et conséquemment il y aurait un mouve- 
ment de rotation ; et 2^ si cette force n'était pas perpendiculaire au plan ré- 
sistant, elle pourrait se décomposer en deux , l'une perpendiculaire à ce plan, 
et qui serait détruite par ce dernier , et l'autre parallèle au même plan, qui 
ferait glisser le corps. 

259» Il suit de là que ^ si dans ce cas le corps n'était soumis qu'à l'action 
de son propre poids, il ne pourrait être en équilibre que lorsque le plan ré- 
sistant serait horizontal , et la verticale abaissée de son centre de gravité ren- 
contrerait la droite qui joint les points d'appui entre ces mêmes points. 

260. Pour avoir la pression exercée sur chaque point d'appui , il suffira de 
détermina* le point C oîi la verticale GC abaissée du centre de gravité du corps 
(fig. 64) viendra rencontrer la droite AB qui joint les points d'appui A et B , 
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et de décomposer le poids du corps en deux autres récipro(]uement propor- 
tionnels (n" 38) ans segmens AG , CB ; de sorte que si P est le (X)ids du corps , 
et p et q les pressions des points A et B, on aura 

/>:*/;: Bc : Ac , 

d'où p-^<j o\i e : p : ; BG + Ac ou AB : bc, 

et ;» + 9 ou P ; 9 ; ; BG + AC ou AB : AC , 

et , par conse'quent , 

P X RC . P X AC , .-. 

261. Si un corps supposé saiis pesanteur louche un plan parfaitement poli 
par trois de ses points . pour qu'une force puisse le tenir en étpdlibre sur le plan , 
il faudra , i" que la direction de cette force soit perpendiculaire au plan résis- 
tant ; 2" que cette direction rencontre le plan dans le triangle formé par les 
trois droites menées par les trois points d'appui. 

En efiet, 1" d'api-ès ce qui précède, la direction de la force doit être per- 
pendiculaire au plan résistant pour qu'il n'y ait glissement d'aucun cùté,et, 
2^ cette direction doit rencontrer le plan résistant dans le triangle des points 
d'appui, pour qu'il n'y ait de moment autour ni d'aucun cùté, ni d'aucun 
sommet de ce triangle. 

262. Si le corps qui a trois points d'appui n'est soumis qu'à l'action de 
son poids , pour que ce corps reste en repos sur le plan résistant parDkitement 
poli, il faudra donc, 1" que le plan soit horizontal ; 2° que le pied de la verlicaU 
abaissée du centiv de gravité du corps tombe dans le triaujle des points d'appui. 

2G3. Pour avoir dans ce cas la pression de cliaque point d'appui , soit ABC 
(fîg. 65) le triangle formé en joignant ces trois points d'appui par des droites, 
et D le point où la verticale abaissée du centre de gravité du corps vient ren- 
contrer le plan lixc; on prendra ce centre de gravité pour le sommet d'une py- 
ramide triangulaire, dont la base sera le triangle ADG ; ensuite on prendra sur 
la verticale une longueur proportionnelle au poids du corps , que l'on regardera 
comme la diagonale d'un parallclipîpèdc, dont les trois arêtes contigucs seraient 
celles delà pyramide (n" 64); et le poids sera décomposé en trois forces dirigées 
suivant ces arêtes; on ira ensuite décomposer chacune de ces dernières respecti- 
vement aux points d'appui A , B, C, en deux autres , l'une parallèle et l'autre 
perpendiculaire au plan fiici et cette dernière sera la pression demandée. Nous 
reviendrons sur ce sujet. 

2G4. On voit, par ce qui précède, que Ici conditions d'c^uilibre pourleeas 
d'un corps qui aurait un nombre plus grand de points d'appui , et même 
l»ur le cas où ce nombre étant infini , le corps poserait sur le plan par une 
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base plane continue quelconque, seraient les mêmes; c'est-à-dire qu'il faudrait 
que la résultante de toules les forces qui agiraient sur le corps rencontrât le 
plan d'appui dans la base du corps , et fut perpendiculaire a ce plan résistant. 
Enfin, si le corps posé sur sa base n'était soumis qu'à la seule action de son 
poids, le plan d'appui devrait être horizontal , et la verticale abaissée de son 
centre de gravité devrait tomber dans la base. 

265. Supposons que l'angle GBA (fig. 66) soit la section droite d'un plan 
horizontal et d'un pk^n incliné^ le côté AB appartenant au plan horizontal, et 
le côté AG au plan incliné. Si , par un point quelconque G du côté AG , on 
abaisse la perpendiculaire GB sur l'autre côté AB de l'angle GAB , cette droite 
GB sera ce qu'on appelle la hauteur du plan incliné , la droite AB en sera la 
base et AG la longueur. 

266. Supposons un corps DE posé par sa base sur le plan incliné AC 
(fig. 66)> que la base du corps et le plan incliné soient parfaitement polis , 
et que ce corps soit soumis à l'action de son poids et d'une certaine force Q : je 
dis que, pour que ce corps soit en équilibre sur le plan incliné ^ il faut , 

i ^ Que la résultante de la force Qet du poids du corps soit perpendicu- 
laire au plan incliné ; 

2"" Que cette résultante rencontre le plan incliné en un point situé dans 
la base du corps. 

En effet, 1^ si la résultante n'était pas perpendiculaire au plan incliné, le 
corps glisserait sur ce plan ; et , 2^ si cette même résultante rencontrait le plan 
incliné hors de la base du corps, ce dernier serait renversé. Ainsi ces deux 
conditions sont nécessaires ; et elles sont suffisantes, puisqu'alors il n'y a ni glis- 
sement ni renversement. 

267. Il suit de là que, dans le cas d'équilibre, la direction de la force Q est 
dans le plan de la section droite du plan incliné. 

En effet, pour que le poids du corps et la force Q aient une résultante, 
il faut que les directions de ces deux forces soient dans un même plan , et 
se rencontrent en un point. De plus , leur résultante , qui doit être perpendi- 
culaire au plan incliné, doit aussi être dans le même plan. Le plan dans lequel 
doit être la force Q doit donc passer par une perpendiculaire au plan hori- 
zontal et par une perpendiculaire au plan incliné 5 ce plan de la force Q est 
donc à la fois perpendiculaire à ces deux plans ; il sera donc perpendiculaire à 
l'intersection de ces plans : de sorte que le plan dans lequel la force Q doit être 
située est celui de la section droite du plan horizontal et du plan incliné, ainsi 
qu'il fallait le démontrer. 

268. Ce qui précède étont posé , supposons que GQ (fig. 66) soit la direc- 
tion de la force Q, GP la verticale abaissée du centre de gravité du corps DE, 
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fit G le point où ces deux directions se rencontrent. Prenons Ga éfsal à la force 
Q et Gi égal au poids du corps; en achevant le parallélogramme GaRij la dia- 
gonale GK de ce prallélogramme sera perpendiculaire au plan incliné , dans 
le cas d'équilibre (n" 266). 

Voyons maînicnnnt quel est le rapport qui existe entre le poids du corps et 
la force Q. Pour cela il nous suffira de nous rap|>eler le principe du n" 52 , qui 
nous apprend que , 

06 I G« ou iR ' * sin. GR6 ' sin UGb. 
ou P : Q : ; sin. GR6 : sin. RGi («) , 

-'"■^'■''^ ..(,4/,) 



d'où nous tirerons 



Q = PX: 



- sin. GRé"" 
pour la valeur de la force qui tient le corps en équilibre. 

Quant h. la pression sut- le plan incliné, elle est représentée par GR, et le 



même principe nous fait voir que 




G4 ou P : GR : ; sin. GRS 


sin. GtR 


d'oîi nom tirerons GR = P X '""'....■■-• 


..(,/,5) 



pour la valeur de cette pression. 

269. Si la force Q était parallèle au plan incliné, ainsi qu'on le voit fig-G"?, 
le triangle tGR serait semblable à CA.B qui est rectangle ; ce qui donnerait 
Tangle RG6 ^ CAD , et GRft :^ go". Appelons CAR ^ « , nous aurons sin. 
RGt = sin. a , et sin. GRt ^^ sin. go" =r i ; si donc nous substituons dans^ 
la proportion (a) , il nous viendra 

P : q:; I : «n. a, 

d'où Q = Psin.a (t46) 

c'est-à-dire que ta force parallèle au plan incliné , qui fient le corps en équi- 
libre f est égale au poids du corps multiplié pm- le sinus de l'angle d'inclinaison 
du plan d'appui. 

270. La similitude des triangles £GR, CAR, donne 

Gi ou P : tR ou Q ; ; AC : PC , 

^ _ p X BC 



d'où 



AC 



-(■47) 



c'cst-Ji-dire qu'i'cï la force Q, qui tient le corps en équilibre, est égale au poids 
du corps multiplié par la hauteur du plan incliné tt divisé par la longueur 
de ce dernier. 
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271 • Quant à la pression GR , on Taura en &isant attention que les angles 
ftGa, G&R étant supplémens Tun de Tautre, sin. &Ga= sin. GbC. Or G&C 
est le complément de &GR = a, donc sin. bGa = cos« a: Si donc nous substi^ 
tuons dans Texpression générale (i4^) àe GR, en fiiisant attention que sin. GR6 
= I dans le cas actuel , nous aurons 

GR = Pcos.a (i48) 

pour la pression demandée. 

272. La similitude des triangles 6GR ^ GA£ donne 

gaoup: gr;:ac: AB, 

d'où GR = l^ (.49), 

d'où 1 on voit que la pression sur le plan incliné est ^ale au poids du corps 
multiplié par la base du plan incliné^ et divisé par la longueur de ce dernier. 

273. Si la force Q était horizontale^ ainsi qu'on le voit fig. 66 , le triangle 
&GR serait semblable à GAB; ce qui donnerait Pangle RG6 = CAB , et GR& 
= 90® — RGA ; d'où sin. RG6 = sin. CAB = sin. a , et sin. GR6 = sin. (90° 
— a) z=; COS. a. 

Si nous substituons dans la valeur de Q du n^ 268, nous aurons 

274. La similitude des triangles RG6, CAB donne 

G6 ou P : iR ou Q : : AB : BC , 

PxBC 



d'où 



Q= — jg (i5i), 



ce qui nous fait voir que la force horizontale qui tient le corps en équilibre sur 
le plan est égale au poids du corps multiplié par la hauteur du plan incliné 
et divisé par la base de ce plan. 

275. Quant à la pression sur le plan dans le cas de la force Q horizontale 
(fig. 66\ on l'aura en observant que le triangle GR& étant rectangle en &, donnera 

COS. 6GR ou COS. a ; i ! • Gft ou P : GR = --^ (iSn) 

• • • COS. a ^ ^ 

276. Enfin la similitude des triangles &GR , BAG donne 

6GouP : gr::ab: AG, 

d'où on aura GR = •— Tg~"* (^^3) 
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c'cst-i-(lir 



le plai 



iclir 



; la force Q est hori- 



lorsque ! 

xontale, est égale au poids du corps multiplié par la longueur dn plan in- 
cliné et divisé par la base de ce dernier. 
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277. Dans ce qui préièdc, nous avons supposé les surfaces des corps parfai- 
tement polies ; c'est-à-dire ({ue, lorsqu'un corps abandonné à la seule action de 
la pesanteur s'appuyait sur un plan , la base du corps n'éprouvait, de la pan 
du plan , aucun obstacle à son glissement ; de sorte qu'aussitôt que le plan ces- 
sait d'être horizontal, le corps commençait à glisser. Mais la nature ne nous 
offre aucun corps dont les surfaces soient d'un poli parfait, et l'art le plus 
exquis reste encore fort loin en arrière de ce degré de perfection : nos glaces , nos 
miroirs métalliques les plus brillans ne jouissent encore que d'un poli tres- 
éloigné du dernier terme que suppose la théorie précédente. Si maintenant 
nous comparons les surfaces des corps façonnés pour nos usages ordinaires et 
particulièrement pour les ouvrages de construclion , à ces glaces, à ces miroirs 
métalliques, nous reconnaîtrons que ces corps façonnés à l'ordinaire sont d'un 
poli incomparablement plus {grossier. Aussi lorsque nous jtlaçons la base d'un 
corps sur un plan incliné, voyons-nous que ce corps, abandonné à la seule 
action de la pesanteur, ne glisse sur ce plan que lorsque ce dernier a une cer- 
taine inclinaison sullisantc ; tandis, réj)élons-le, qu'une inclinaison inBniment 
petite sullirait pour permettre au corps de glisser, si le poli était parlait. 

278. L'obstacle que la rudesse des surfaces des corps oppose à leur glisse- 
ment est ce que l'on appelle frottement. 

Il est donc nécessaire d'avoir égard au frottement toutes les fois qu'on voudi'a 
connaître d'une manii.'re précise la valeur de l'efTet d'une puissance appliquée à 
des machines ou fi des constructions. 

Le rapport du frottement à la pression sur un plan ne peut être déterminé 
que par l'eiperience, II y a deux moyens fort simples de trouver ce r3p|x)rt. 

279. Le premier moyen consiste à poser un corps par l'une de ses faces sur 
un plan horizontal ou |>eu incliné; h faire augmenter ensuite peu à peu l'in- 
clinaison de ce plan, jusqu'à ce que le corps soit sur le point de glisser. A cet 
instant on aura soin d'observer et de nolei- le nombre des degrés de l'inclinaison 
du plan. Cela posé , on se rappellera que, si la base du corps et le plan incliné 
étaient l'un et l'autre parfaitement polis, la force avec laquelle le corps tendrait 
à glisser serait égale à la composante du poids du corps parallèle à la longueur 



106 COURS DE GONSTRVCTION. 

du plan incliné. Or , cette force ( n** 269 ) , est égale à P sin. a ( P étant îe 
poids du corps , et a Tangle d'inclinaison du plan) , et la pression normale à ce 
plan (n^ 271) est égale à P cos. a : si donc / est le rapport du frottement à la 
pression , on aura.... fV cos. a = P sin. a , ce qui donne 

/= — — = tane;. a....(i53) 
' cos. a D \ / 

d^oii Ton voit que le rapport du frottement à la pression est la tangente trigo- 
nômétrique de l'inclinaison du plan d'appui. 

280. Gomme ce rapport est indépendant de la pression , il s'ensuit qu'il est 
constant pour une même espèce de corps glissant sur un même plan. L*expé- 
rience confirme cette conséquence^ du moins quand les pressions ne sont pas trop 
petites. 

L'expérience prouve aussi que ce rapport est indépendant de l'étendue de 
la sur&ce fi^ottante ; de sorte que la grandeur du frottement dépend uni- 
quement de la pression , et est égale à cette pression multipliée par le rapport 
/ ou tang. a que donne rexpérience. 

2Ô1 • La seconde méthode , pour déterminer ce rapport f^ consiste à disposer « 
comme Ta fait Coulomb, un plan bien horizontalement , sur lequel glisse le corps 
par l'action de poids mis dans un plateau de balance attaché à l'extrémité d'une 
corde qui passe sur une poulie placée à Textrémité du plan horizontal , pour 
venir s'attacher au corps qu on veut faire glisser. Aussitôt que le corps oom* 
menée à glisser^ le poids mis dans le plateau de balance étant divisé par le poids 
du corps en glissement , ou , ce qui est la même chose , par la pression sur le 
plan , donnera le rapport /. 

Il est &cile de voir que ce rapport/ varie suivant la nature des corps frottans, 
et suivant que les faces frottantes sont plus ou moins dressées , plus ou moins 
unies. 

282. Rondelet a trouvé que la pierre du liais (calcaire fin et dur), frottant sur 
la même pierre, les faces frottantes étant bien dressées et passées au grès, Fin- 
dinaison du plan sur lequel le glissement se manifestait était d'environ 3o% pa# 
rapport à l'horizon , ce qui donne . f = o,58. 

M. Boistard a fait glisser de la pierre de Chàteau-Landon (calcaire fin et très» 
dur) sur la même pierre , les faces frottantes étant dressées à la boucharde ;. 
il a trouvé que / = 0^78 , ce qui répond a un angle d'inclinaison égal à 
environ . . . . 37* 67'. 

D'après une observation Êiite par Perronet, dans soor méoMHre sur le cin* 
trement et le dédntrement des ponts, l'indînaisoB des coupes des voussoira par 



rapport à l'horuon est de 3o à 40% pour qu'ils commencent à glisser, il en ré- 
sulterait que , moyennement ■ . . . ^ = 0,83. 

Il faut observer que la pierre employée <)ans les ponts est en général d'un 
grain rude, et les joints ne sont jamais dresses au point d'être bien unis. 
Voici quelques autres résultats que j'ai trouvés. 

i" De la petite roche de Paris (calcaire grossier moyennement dur) sur de la 
même pierre, les faces frottantes étant dressées à l'ordinaire, c'cst-U-dire comme 
on les dresse dans les travaux, le glissement ne s'est manifesté que lorsque l'in- 
clinaison du plan d'appui était de 35" 4^' , ce qui donne , . , f =z 0,71 
2" Du liais sur de la jieti te roche dressée de même ; le glissement a commencé 

sous l'inchnaison <le 34" 45'> ce qui donne / ^^^ 0,69 

3*^ Du liais sur du liais, dressé de même; l'angle d'inclinaison a été de 

36" i5', ce qui donne f = 0,78 

4" Du St.-Leu et Vergelet (calcaire tendre et as9ez fin, mais d'un graîn 
maigre) sur de \a petite roche ; l'inclinaison du plan d'appui a été de 30*^ 3o ' , 

ce qui donne / =^ 0,59 

5" Du Suint-Leu sur du Saint- Leu, les faces dressées au marteau de tail- 
leur de pierre seulement ; l'angle d'inclinaison a été de 3^" 00' ce qui 

donne / =: 0,75, 

G' Coulomb a trouvé du chêne sur du chcne bien dressé Oi4^7 

7" Du chêne sur du sapin bien dressé 0,666 

^t" Du sapin sur du sapin idem o,56o 

9° De l'orme sur de l'orme idem o,458 

10" Du cliène sur du chêne, les fibres des faces en contact étant à 

angle droit les unes sur les autres, et bien dressées o,a65 

il" Du bois sur des métaux (fer, cuivre....) bien dressés OjigS 

12" Du fer sur du fer idem 0,284 

13° Du fer sur du cuivre jaune 0,363 

14" Du cuivre jaune sur du fer, la surface frottante du cuivre étant 

très-petite 0,168 

Nous allons maintenant modifier les questions relatives à l'équilibre des corps 
sur des plans , en ayant égard au frottement. 

283. Si uii corps n'est appuyé sur lui plan que par un point, il ne pourra 
rester en équilibre, 1" ît moins que la résultante P (fig. (33) detoufes les forces 
qui agissent sur ce corps ne rencontre le plan résistant au point C d'appui; 2° que 
l'angle \.C^, formé par ta direction de cette résultante ai'ec le plan résistant CB, 
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ne soit le complément de celui dont la tangente trigonométrique est le rapport îdm 
frottement a la pression. 

En effet , 1 ^ si la direction de la force ne passait pas par le point d*appui , il y 
aurait renTcrsement (n^ 255); car le frottement n'a aucune influence contre 
cet effet. 

2° Prenons la distance CA proportionnelle à Pintimité de la force P; par le 
point Â abaissons la perpendiculaire AB au plan d^appui ; cette perpendiculaire 
AB sera proportionnelle à la pression sur le plan résistant, et nous aurons AB= 
P COS. GAB = P COS. a; de sorte que la résistance provenant du frottement sera 
exprimée par /P cos. a. 

Quant à la force avec laquelle le corps glisserait sur le plan , sHl était parfai- 
tement poli , elle sera GB = P sin. a; dans le cas d'équilibre, sous le rapport du 
glissement, on aura donc 

/P cos. «•= P sin. a. ou / = — '— = tang. a. 
' ^ ' cos. a ° 

Il suit donc delà^ et du n^ 279 , que Tangle GAB = a est celui de Tinclinaison 
quHl faudrait donner au plan d'appui , pour que le corps pût commencer à glis- 
ser de lui-même, puisque la tangente trigonométrique de cet angle égale le rap- 
port/de la pression au frottement j mais Tangle GAB a pour complément celui 
ACB^ que fait la direction de la force avec le plan d'appui, comme il fallait le 
démontrer. 

284. Le même raisonnement appliqué aux cas où le corps a plusieurs points 
d'appui , ou même, au cas où le nombre des points d'appui étant infini le corps 
s'appuie par une de ses faces, forcera a conclure que, pour que le corps reste eit 
repos sur le plan, il faut, 1^ que la résultante de toutes les forces qui agissent sur 
le corps rencontre le plan d'appui dans la base du solide; 2^ que la direction de 
cette résultante fasse, avec le plan résistant, un angle qui soit le complément de 
celui dont la tangente trigonométrique est le rapport / de la pression au frot- 
tement. 

285. Quant aux pressions exercées sur les points d'appui ou sur la base du 
solide, comme elles sont indépendantes du frottement, on les obtiendra, comme 
il a été dit précédemment , après avoir décomposé la résultante P des forces qu 
agissent sur le corps en deux autres forces, l'une BG (fig. 63) parallèle au plan 
résistant, et l'autre AB perpendiculaire à ce plan, et agissant au point G de ren- 
contre de la résultante P avec le plan BG. Au surplus , nous expliquerons , quand 
il en sera besoin , la manière d'avoir ces pressions. 
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SECTION DEUXIÈME. 
PRIMCIPI&B DE DVBTAMIQUi:. 




LEÇON I. 

Du mouvement uuiforme rectiligne. 



286. Dans la première section nous avons considère les corps à l'clat d'équi- 
libre; dans celle-ci, nous allons les (étudier dans leur <?lat de mouvement. Il y 
a plusieurs espèces de mouvement : le mouvement uniforme et le mouvement 
varié. 

Le mouvement varié est de deux genres ; ÏI varie d'une manière uniforme ou 
d'une manière quelconque. Chacun de ces genres de mouvemens variés est accé- 
léi-é ou retardé. Nous ne nous occuperons que du mouvement uniforme, du 
mouvement uniformément accéléré, et du mouvement uniformément relardé. 
Nous supposerons d'abord que ces mouvemens se font en ligne droite et dans le 
vide; c'est-à-dire que nous ferons abstraction de toutes espèces d'obstacles qui 
pourraient altérer le mouvement des corps, sauf ensuite à avoir égard aux divers 
obstacles qui peuvent se rencontrer dans les circonstances naturelles. 

287. Lorsque le corps en mouvement n'a re^u qu'une aeule impulsion, il 
persévère un temps indélîni sans augmenter ni diminuer son mouvement^ en 
vertu de son inertie (n" 8), de sorte que dans des intervalles de temps égau\ 
il parcourt toujours des espaces égaux, et son mouvement est alors ce qu'on 
appelle uniforme. 

288. La vitesse d'un mobile qui se meut uniformément est évidemment pro- 
portionnelle à l'espace qu'il parcourt dans un temps donné, pris pour unité; 
de sorte que si le mobile parcourt 3 mètres dans une seconde de temps, sa vitesse 
sera dite de trois mètres par seconde. D'après cela il sera facile de déterminer 
l'espace que parcourrait le mobile dans un nombre donné de secondes; car le 
mouvement étant uniforme, il suffira de multiplier le nombre des secondes par 
la vitesse du mobile. Ainsi dans le cas d'une vitesse de 3 mètres par seconde > l'es- 
pace parcouru dans 8 secondes sera 3 X 8 ^ a4 °'" 

En général , soit V la vitesse donnée , ( le temps , et e l'espace ; nous aurons 



V(.. 



(.54). 
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289. De ^équation (i 54) nous tirerons 

V= j (i55) 

éCoù Von voit que la vitesse est égale h Vespace parcouru dans un temps donné j 
divisé par ce temps* 

290. De la même équation (i54) on tire 

t = f (i56) 

c'est-àrdire que le temps nécessaire a un mobile pour parcourir un espace donné , 
est égal a cet espace divisé par la vitesse du mobile. 

291 . Puisque pour un temps et une vitesse donnes, on a e = y ^; pour une 
autre vitesse et un autre temps on aura e' = V ^' ; d*où 

e : e' :: v* : v^'. ...... (157) 

c'est-à-dire que les espaces parcourus sont comme les produits des vitesses par 
les temps. 

292. Si les temps étaient ^aux, la proportion (i57) deviendrait 

e : c' :: V : v.. 058) 

c'est' a -dire qu alors les espaces seraient comme les vitesses. 

293. Et si dans la proportion (157) nous supposons les vilesses égales, elle 
deviendra 

« I «' y. * l e' ......... (159) 

d^où l'on voit que^ dans ce cas ^ les espaces seraient comme les temps. Ce qui est 
une répétition du principe du n^ 288. 

294. Au moment où Ton considère un mobile, il peut avoir déjà parcouru 
un espace donné E ; de sorte que l'espace total qu'il aura parcouru quand il se 
sera écoulé un temps t à partir dès Tinstant où Ton commence de considérer le 
corps, il faudra à l'espace E, déjà parcouru^ ajouter l'espace Y^ à |)arcourir 
dans ce temps t : ainsi on aura généralement 

e = E + V/. (160). 

Quand E = o^ cette équation se réduit à celle trouvée au n^ 288. 

295. Des qu'un corps est mis en mouvement, et aussi long- temps que son 
mouvement dure, toutes les parties qui le composent ou qui lui sont adhérentes 
sont soumises à la même vitesse et à la même direction. Il suit de là que lors- 
qu'une puissance exerce son action pour mettre un corps en mouvement , elle 
doit se distribuer en autant de parties égales qu'il y a de molécules dans le corps. 
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pour que cliaeane d'elles acquière ia même vitesse , et puissent toutes marcher de 
concert , et constituer ainsi la vitesse du corps lui-même. 

Si donc le corps ne se composait que d'une seule -molécule , pour donner à cette 
molécule une vitesse donnée, il faudrait une certaine force que nous nommerons 
I ; s'il y avait deux molécules , il faudrait évidemment une force égale à a; s'il y 
en avait 3 il faudrait une force égale à 3 , et ainsi de suite; de manière que, pour 
n molécules il faudrait une force n fois celle prise pour unité. Nous ne connais* 
sons les forces que par les effets qu'elles produisent , et conséquemment nous 
sommes réduits à supposer qu'elles sont proportionnelles aux vitesses qu'elles 
communiquent sur un même corps et dans les mêmes circonstances; de sorte que 
les forces peuvent être représentées par les vitesses, et les vitesses par les forces : 
si donc y est la vitesse d'une molécule due à l'unité de force , F la force qui im- 
primerait cette vitesse à un nombre n de molécules , on aura 

^= V,d'oîiF=nV.(i6i) 

c^est-a-nlire que la force est égale a la vitesse du mobile multipliée par le nombre 
des molécules de ce dernier. 

296. Mais le nombre des molécules d'un corps est proportionnel à sa masse ou 
à son poids ( n^ 98) ; si donc M représente la masse du mobile y on aura 

F = MV (162), 

d^oii il suit que la force est égale h la vitesse multipliée par la masse. 

297. De l'équation (162) on tire, 

V=| (163) 

ce qui nous apprend que la vitesse est égale a la force disnsée par la masse. 

298. De la même équation (162) on tire 

M = I (i64) 

d'où nous voyons que la masse est égale a la force divisée par la vitesse. 

299. Puisque , en général > F = HY , si nous avions un autre mobile , nous 
aurions F' =M'V'; d'oîi il suit que 

F : F :: MV : m'v (i65) 

c'est-à-dire que les forces sont entre elles comme les prodttits des masses par 
les vitesses^ 



^12 COURS DE CONSTRUCTION. 

300. Si les vitesses étaient égales, la proportion (i65) deriendrait 

F : F' :: M : m' (i66) 

et nous ferait voîr^pie les forces sont proportionnelles aux masses* 

301. Si les masses étaient égales, la proportion (i65) se réduirait à 

F : F' :: V : v (167) 

d'où l'on voit que les forces sont proportionnelles aux vitesses quCelles pro- 
duisent^ ce qui est une suite nécessaire du principe du n^ 295. 

302. Enfip, supposons que les forces soient égales ; la proportion (i 65) nous 
donnera MV = M'VS d'où 

M : M' :: y : v oes) 

c'est-à-dire qu'alors les vitesses seront en raison inverse des masses. 

303. Si nous comparons cette proportion avec celle (i58)y après l'avoir mise 
sous cette forme e' l e l\ Y' XV, nous aurons 

M : M' ::e' : e (169), 

d'où l'on voit que les espaces parcourus dans un temps donné sont en raison 
inverse des masses, quand les forces sont égales. 

304. Si nous comparons cette dernière à la proportion (iSq) mise sous la 
forme e' l e \\ t' l t ^ nous en conclurons que 

M : M' ::t' : t (.70) 

c'est-à'dire que les temps pour parcourir un espace donné ^ sont en raison inverse 
des masses^ quand les forces sont égales, 

305. Supposons que deux mobiles aillent dans le même sens et suivant la même 
droite AC Cftg. 6SJ , que Vun parte du point A avec la vitesse \j et Vautre du 
point B avec la vitesse \' j et demandons -nous en quel point C de la droite AB 
prolongée , ces deux mobiles se rencontreront. 

Nommons e T^pace que devra parcourir le mobile parti du point A ; nous 
aurons e = AC ; si nous nommons e' l'espace que devra parcourir le mobile 
parti du point B, nous aurons e' = BC : si donc a = AB, comme BG = AC 

AB , nous aurons e' :=e — a : ainsi les espaces que devront parcourir les 

deux mobiles seront respectivement c et e — a ; d'après l'équation (i54) j nous 
aurons donc^ les temps étant égaux , 

e = V#^ et e — a=.yt. 
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, e e — a 

,U t = ^, et t= -^7- ' 

, e — a e 

et par conséquent y, - = y 

et en mettant au même de'nominateur , 

eV — aV = fiV, 

d'où e (V-^V') = aV 

et parlant e = .^^-^ (171), 

ce qui nous montre que la dislance du point A an point de rencontre C, est égale 
h celle ^ui sépare les points de départ miillipliée par la vitesse du mobile , qui 
part du point \, et dii'isée par la différence des vitesses. 

306. Si nous mettons cette valeur de e dans l'équation e' s=e— a, nous 



nV — «Y -(- flV , 
V- V 



(173) 



d'où nous voyons que la dislance BC, rjue doit parcourir le mobile parti du 
point Bj est égale h la distance qui sépare les points de départ multipliée par 
la vitesse de ce même mobile , et divisée par la différence des vitesses. 

307. Si nous metlotis la valeur{i7i) deedans l'i^qualion < = ^ , nous 
aurons t = ■ ^— .. ,■■■• {'7^ bis) 

ce qui nous apprend que le temps que mettront les deux mobiles à se rencontrer, 
sera e'ijal a la distance qiU sépare les points de départ , divisée par la dif- 
férence des vitesses. 

308. 11 suit de là qu'un mobile qui aurait une intesse égale a ta différence 
V — V des vitesses des deux mobiles que nous considérons ^ mettrait autant 
de temps pour parcourir In distance AB des lieux de départ , qu'en mettraient 
les deux mobiles en question ii se rencontrer. 

309. Si nous supposions V ^ V, Téquation (171) donnerait c = — = 00; 
ce qui nous apprendrait que les deux mobiles ne se rencontreraient jamais, 
eomme cela est évident , puisqu'alors la distance qui les sé|>arc resterait toujours 
la même-, ce que nous avons déjà vu en algèbre (t\" 262), dans le problème 
des courriers , qui est le même que celui-ci. 

310. Enfin , si en même temps que V = V on avait a ^= o, il viendrait 
<=^ -1, ce qui veut dire que les deux mobiles ne se sépareraient jamais. 

i5 
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311. Supposons deux mobiles parlant l'un du point A (fig. 6g) et l'autre 
du point B, et qu'ils aillent l'un à la rencontre de l'autre , avec des vitesses 
respectives V et V ' , et demandons-nous en quel point G , entre les points de dé- 
part , les deux mobiles se rencontrei-ont. 

Nommons e l'espace AC, et e' l'espace CB ; si a représente la dislance AB 
des points de de'part , nous aurons e' ^ a — e. Il nous viendra donc (n" 288), 



: V( et a — 
= ^ et (: 



s = V'r. 



a — e 




et par conséquent 
d'où nous tirerons 

eV = aV — eV, ou e (V+V ) = aV 

et partant e =■- ^ , y, t'7" 

Ainsi , la distance du point de départ A au point de'i-eitcontre C est égale a 
la distance des points de départ multipliée par ta vitesse du tnohile S. ,et divisée 
par la somme des vitesses. 

312. Si nous mettons celte valeur de e dans Téquation e' = a — e , il nous 

a\ _ flV + flV— aV aV , , 

viendra e =a—'^-çq, — v+V ~ yrjpp'-"\^l^)- 

d'où l'on voit que, pour avoir la distance BG , (7 faut multiplier la distance det 
points de départ par la vitesse du mobileU, et diviser le produit parla somme 
des vitesses. 

313. Mettons la valeur (173) de e dans l'équation t ^ ^, il nous viendra 

ce qui nous fait voir qu'un mobile qui aurait une vitesse égale à la somme 
des vitesses des deux précédens, parcourrait l'espace Ali dans le même temps 
que ces deux mobiles mettraient à se rencontrer. 

314. Quand, dans le mouvement des corps, les masses sont égales, les vilesses 
sont proportionnelles aux forces d'impulsion (n''301); nous pourrons donc, dans 
ce cas , représenter les forces et les vitesses qu'elles produiseot par les mêmes 
longueuis rectilignes (n 12). 

Gela posé, supposons un mobile A (fig. 70), soumis à deux impulsions BÏmul- 
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(anées, l'une P tendant à (aire parcourir au mobile A la direction AR avec ons 
vitesse représenlce par ki longueur AD, et l'autre Q tendant à lui imprimer la 
direction AC avec la vitesse représentée par la longueur AC ; il est clair, d'après 
le principe du parallélogramme des forces (n" 50) que le mohilc prendra la di- 
rection AD de la diagonale du parallélogramme AËDG, formé sur les droites 
AB, AC , et aura une vitesse représenléc par la longueur AD de celle diagonale. 
Ainsi, en nommant v la vitesse AB , « celle AC et V celle AD, nous aurons 
(a" Si et suivans), 

1' " : " : V : ' sin. dac : sin. dab : sin. bac... j 

^ « > : V ; ; sin. (V, «O : sin. (V, v) : sin. (y^)... S 



.('77) 



2" V» = w» + u= + a vu COS. BAC... 

it V = V* -4- u^ + a VK COS. (v,w).. 

Ainsi on pourra résoudre sur les vitesses les mêmes problèmes que ceux (jue 
nous avons résolus aux n" 54 et suivans, sur les forces. 

31 5. Si l'angle des deux forces d'impulsion P et Q était droit , on tomberait 
dans les formules du n" 60 et suivans, et pour approprier ces formules au cas 
des vitesses , on y remplacerait P par v , Q par u et It par V. Ainsi ce serait 
une répélilion inutile que de résoudre ici sur les vitesses les mêmes problèmes 
que nous avons résolus aux numéros cités sur les forces P, Q , R qui leur sont 
proportionnelles. 



Du mouvement uniformiîment et continûment varié ; de la chute des corps graves, et de la 
direction que prennent ces corps lorsqu'ils sont animés simultanément d'une vîteise 
uniforme, d^ns un sens quelconque, etde lacltondela pesanteur. 



316. Supposons (ptun mobile reçoive continuellement une même impulsion g 
à chaque instant infiniment petit ; et demandons-nous l'espace e (juaura parcouru 
le mobile au bout d'un temps donné t. 

n est clair qu'au commencement du premier instant le mobile , recevant la 
première impulsion g , aura une vitesse uniforme, pendant la durée de cet 
instant infiniment petit , qui sera égale kg; au commencement du second 
bstant , le mobile recevra une nouvelle impulsion g , qui , s'ajoutant à la pre- 
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mifere , lui donnera une ■vitesse e'gale à sj / au commencement du troisième 
instant, le mobile recevra une troisième impulsion qui, s'ajoiitanl aux deux 
premières , lui donnera une vitesse égale i 3y , et ainsi de suite , jusqu'au t"' 
instant. Les vitesses ou les espaces parcourus d'un mouvement uniforme dans 
les in.stans successifs, seront donc respectivement 

?j 25 ï %> 43, %■- tg....(a). 
La somme de tous ces espaces successifs sera évidemment égale à l'espace total 
tjue le mobile parcourra depuis le premier jusqu'au f"" instant. Si donc nous 
nommons e cet espace total , nous aurons 

e =9 + 2j + 3j + 4j.... + fj = s, (1+ 1 + 3 + 4 0-- (*)• 

Mais la parenthèse du second nombre est la suite des nombres naturels depuis i 
jusqu'à ( , ou , comme l'unité est ici infiniment petite, depuis i jusqu'à l'infini. 

La limite de celte somme (note a de la page 5o), sera donc — ; en substituant 

celle valeur de la parenthèse dans l'équation (b) il nous viendra 



,.(i,8). 



317. La vitesse acquise au l>out du temps t est évidemment le dernier terme 
de la suite (a) ; ainsi ^ si nous nommons V cette vitesse, nous aurons 



"(>79) 



318. Si nous avions un autre mobile soumis à la même force accélératrice , 
nous aurions (e'qu. 178) e' = ^ ; de sorte que si nous comparions celte équa- 
tion à celle (178) , nous aurions 

e-.e' •.\^ : «^■•.•. I":i'"...'(>8o) 

d'où l'on voit que les espaces parcourus sont comme les carrés des temps. Ainsi ^ 
si les temps suivent la progression i , a , 3 , 4 , ^^c. , les espaces suivront celles-ci 
1 , 4 j 9. 16 , etc. 

319. Pour un temps (', l'équation (179) nous donnera V'^=: ï'j ; en compa- 
rant ce résullat à celui (179) j nous aurons 

V : v wtg : t'g ;; ( : *' (iso 

d'oti nous i^oyons que les vitesses sont comme les temps. Comme on pourrait le 
conclure de ce qui a été dit au n° 316. 

320. En extrayant la racine carrée de tous les termes de la proportion (180), 
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il nous viendra \/e \ J/e' \\t', t' (i8a) 

c'est-à-dire que les temps sont comme les racm&s carrées des espaces parcourus, 

321. En comparant les propoi'tions(i8i) et(i83), nous en conclurons 

V : v ::Ke:i/e' (.83), 

ce qui nous apprend que les vitesses sont entre elles comme tes racines carrées (Us 
espaces parcourus. 

322. Si nous multiplions les deux memltres de l'équation (179) par ( , nous 
aurons (S = gt ; 

le premier membre de ce résultat est l'ciipace que parcourait le mobile d'un 
mouvement uniforme, pendant un temps égal à celui dcjk écoulé , si la force 
accélératrice venait à cesser dagir h. l'expiiation du lenqis t; mais pendant le 

même temps , le mobile a parcouru l'esiiace e ^ — , d'où ae ^ gt^ ; nous 
aurons donc /V ^ 2e ('84), 

d'oît nous voyons tju^un mobile gui se meut d'un mou\-ement uniformément et 
continûment accéléré a accjuis , au bout d'un temps donné t quelconque, une 
vitesse V capable de lui faire parcourir , d'un mouvement uniforme , un espace 
double de celui qu'il a déjà parcouru dans le même temps. 

323. Nous avons supposé le mobile en repos au premier instant de l'observation; 
maison pourrait le supposer déjà animé d'une certaine vitesse uniforme V , qu'il 
aurait acquise d'une manière quelconque avant le premier instant de l'observa- 
tion , ce qui ferait parcourir au mobile un espace égal à V( , dans le même temps 

que la force accélératrice g , lui ferait parcourir (n" 31 G) l'espace — ; si donc , 

dans ce cas , nous nommons c l'espace total , nous aurons généralement 



e=V'ï-f 



SJl 



.(.85). 



324. S'il s'agissait d'un mouvement retarde uniformément suivant la même 
loi qu'au n^ 316, nous aurions évidemment à retrancher — de V'(pour avoir 
l'espace parcouru au bout du temps t. Ainsi l'équation 

e^\'t — ^ (186) 

sera celle du mouvement uniformément et continûment retardé. 

325. Dans ce dernier cas , on pourrait demander dans quel temps ta vitesse 
initiale V serait anéantie. 
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Pour résoudre cette question , il suffirait d'égaler V ' au second membre de 
l'équation (179)» ce qui donnerait 

V = fg,â'ou t= -.... (i87> 

Il suit de là que, ^e temps demandé est égal il la vitesse initiah V, dU'isi 
par la force retardatrice. 

32(>. Si nous mettions cette valeur de t dans Téquation ( 1 86), il nous_vicndri 

Ainsi , l'espace qii aurait parcouru le mobile au moment oh la vitesse initiale 
V serait anéantie, serait égale au carré de cette vitesse initiale , divisé par 
deux fois la force retardatrice g. 

327. Non -seulement la vitesse initiale V peut êlre anéantie par la vitesse re- 
tardatrice , mais encore le mobile peut retourner sur ses pas , et revenir au point 
d^ii il était parti. Si l'on nous demandait le temps qui serait nécessaire pour 
qu'en efTet le mobik fût retourné au point de départ, nous n'aurions qu'à sup- 
poser 6 = dans l'équation (186) , ce qui donnerait V'i — — =: 0. Nous ti- 
rerioDS de cette équation 

< = oett = ~' (189). 

La première valeur de l nous annonce ce que nous savions d'avance, que, 
dès le commencement du premier instant, le mobile était au point de départ' 
Quant à la seconde, elle est double de celle du n° 325 ; ce qui nous apprend que 
le temps qttil faut pour épuiser le mouvement, est égal h celui que mettrait 
le mobile h retourner du terme de sa courbe, oit sa vitesse initiale est anéantie, 
h son point de départ. 

328. La pesanteur ou gravité étant une force qui agit à chaque instant sur 
toutes les molécules des corps avec une persévérance qui ne soufTre aucune in- 
terruption , il est clair que le mouvement d'un corps qui tombe à la surface de 
la terre est uniformément et continûment accéléré ; de plus, il est clair que si un 
corps était lancé de bas en haut par une certaine force d'impulsion, la pesanteur 
agissant en sens contraire, le mouvement de ce corps serait uniformément et con- 
tinûment retardé^ de sorte que les principes précédcns sont applicables au 
mouvement de la chute des corps ; mais pour appliquer, au cas de la chute des 
corps graves , les formules que nous avons trouvées ci-dessus sur le t. 



: la chute des I 

E mouvement | 
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unifonnément yttrié en généi-al, il faudrait connaître la valeur «le 3, c'est-i- 
dirc la vitesse que communique la gravite sur le mobile à chaque unitë de temps. 

329. Nous avons déjà fait connaître (n" 95) que la gravitd d'un corps varie 
quand on transporte ce corps d'un lieu de la surface terrestre en un autre, ou 
qu'on le place à une plus grande distance du centre de notre globe ; de manière 
que celle puissance diminue comme les carres de ces distances. Mais tant que 
nous ne déplaçons pas le corps d'une quantité considérablej c'est-à-dire, tant 
que nous ne sortons pas des circonstances ordinaires , nous pouvons regarder la 
gravité g comme une quantité constante. Pour la latitude de Paris, et k la tem- 
pérature de la glace fondante , les physiciens ont trouvé que la vitesse qui répond 
à la gravité qui se développe sur un corps dans une seconde de temps , est g ^ 
So"", 195 ;= 9"", 80g ; ce qui veut dire qu'au bout d'une seconde , la gravité 
aurait développé dans le mobile une vitesse capable de lui faire parcourir, 
d'un mouvement uniforme, 3o pieds igSjOug", 80g par seconde, si la pesanteur 
Tenait tout à coup à cesser d'agir. 

330. En substituant cette valeur de g dans la formule (i 78) il nous viendra 

3oF, iq5. f" ^„ f , . N 

« = . 2 ^^ i5Pj 0975. ('...(190) 

Q," 80Q. f , ,_ , ^ 

ou £ = • ^^ — 4 ,9045- ï» (191) 

Ces formules nous feront connaître l'espace que parcourt un corps qui tombe, 
dans un temps donné ( , l'unité de temps étant la seconde. 

331 . Si dans ces formules nous faisons ï ^ 1, elles deviendront 

e = 4"') 9045 ou e = 15''. 0975, 
ce qui nous apprend que dans la pivnuère seconde la chute du corps sera ou de 
4""^ 9045, si Von prend le mitre pour unité de longueur, ou de iS'', 0976 , si 
l'on prend le pied de Paris ; c^est U mètre tfue nous adopterons. 

332. Si nous mettons la valeur de g dans l'équation ( 1 79) , elle deviendra 

V — 9™,8o9. / (192) 

et nous fera connaître la vitesse acquise par le mobile au bout du temps t. 

333. Enfin, si nous substituons la valeur de g dans l'équation (186) , nous 

•urons e = V'( — 4"", 9o45. t' {ig3) 

pour l'équation qui rendra compte des circonstances du mouvement d'un corps 
lancé en sens contraire de la pesanteur. 

334. Supposons qu'on ait lancé verticalement de bas en liaut un solide avec 
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une force capable de lui donner une vitesse uniforme de so mèlres par seconde, 
81 la pesanteur n'agissiiit pns, et demandons-nous à quelle Iiautcur la gravité 
permeltra à ce corps de s'clever. 

Pour résoudre celte question, il nous suflîra de substituer 3o'° au lieu de V 
et g^iSog au lieu de g dans la formule (i 88), ce qui donnera 
ao X 50 4oo „ -,„ 

" = .xr.oog = .-^ = =° • ^*9 ' 

ainsi ce corps ne s élèverait qu'à ao"", SSg , à cause de la perte de vitesse occa- 

sionndc par la pesanteur , et à celle hauteur, le corps sera un instant en repos, 

et ne se mouvra ensuite qu'en vertu de la pesanteur qui le fera descendre. 

Si l'on voulait le temps qu'il faudrait au mobile pour s'elcver k celte hauteur, 

il suffirait de mettre ao"' au lieu de V et 9", 809 au lieu de «/ dans la formule 

( 1 87) , ce qui donnerait 

in ^ofoo „ 1 

t ^ — T. — ^ ^ '-i -, Ojq environ, 

335. Enfin , detnandons-noiis le temps nécessaire pour que le mobile soit iv~ 
descendu au point d'où H était parti ; dans ce cas, nous nous rappellerons la 
remarque du n" 327, et nous verrons quo le teuip demanJé est double du 
précédent; ainsi f ^ -î", 078. On aurait le même résultat par l'équation (189). 

33G. Supposons , maintenant, un mobile en repos au point A ffg. 71, 72 
et 73) , et que tout h coup il reçoiiv une impulsion dans une direction quel^ 
conque AG, capable de lui faire parcourir successivement d'un mouvement un i- 
forme^ les espaces égaux AD, DE, EF, etc., par seconde , et qu'au même ins- 
tant il soit livré h l'action de la pesanteur; et demandons-nous quelle sera la 
direction du mobile. 

Il est clair que si la pesanteur n'existait pas, par l'impulsion étrangère à la 
gravité, le mobile serait au point D au bout d'une seconde ; mais comme la pe- 
santeur agit en même temps, te mobile aura descendu de Ki quaulilé Aa ^= 
4°", 9045 ; de sorle que le mobile se trouvant soumis à l'action de deux forces 
AD, Aa qui se rencontrent au point A , au bout d'une seconde il sera à Vex- 
trémilé d de la diagonale Ad du parallélogramme AOda , dont le cùté AD 
exprime l'impulsion dans le sens AG , et l'autre côté Art la pesanteur; au bout 
de deux secondes , sans la pesanteur le mobile serait au point E, et sans l'im- 
pulsion suivant Atî , la [lesanteur le ferait descendre jusqu'au point b, c'est- 
à-dire de la quantité Ai ^= 4 5< 4"'i 9^'t^ i ^^ mobile sera donc à l'exlrémitc e 
de la diai^onale du parallélogramme AEei , et ainsi de suite; d'oii l'on voit que 
le mobile se trouve successivement aux extrémités des diagonales d'une suite de 
parallélogrammes dont les côtés AD, AE, AF, etc., vont en augmentant suî- 
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vant les nombres naturels depuis un jusqu'à l'infini, et Us côtés Afl , Ai, Ac, elc-j 
suivant les cnrrés de ces mêmes nombres. Mais les côtés AD, AE, AF, etc. , 
sont respeclÎTcment les ordonnées orf, be, cf, eVc. , de la courbe A/B qui passe 
par les cxtiéinik's des diagonales de la suite des parallélogrammes AndD, 
AbeU, etc., c'est-à-dire de la courbe parcourue par le mobile ; les carrés de 
tes ordonnées seront donc respectivement 

(ady ^ 1 , (ie)" = A , (cfY — 9 , etc. 

et les abscisses respectivement 

A«^1, Ai = 4, Ac=9; 
donc. An ', (ady ','. A-b '. {bey ' ' Ac ; (c/)^, etc. 

d'où il suit (Géon. pi. n" 453), que la courbe A^B est une parabole. 

337. Représentons par V l'impulsion AD, (Bg. 71 , 72 et 73} et par j»; 
(n" 322) , la chute An due h la gravité dans la première seconde ; en mettant ces 
■valeurs au lieu de / et de x dans réi|ualion j' =^ px de la parabole, il nous 
viendra 

V''^;ra> d'où^;)= -j (194), 

(l'oii l'on voit que le paramètre de celte parabole par rapport a un dianùtre 
ifiiclconqite AC, sera le double du carré de la vitesse d'impulsion dicisé par la. 
vitesse donnée par la pesanteur. 

338. Si nous comparons cette valeur de p 



l'cqualion (183), qui est 



nous verrons que la plus grande li.iulcur à laquelle pourrait s'élever , contre 
la pesanteur, un mobile lancé verticalement de bas en haut avec la même vi- 
tesse, est le quart du paramètre de la parabole que parcourrait le même mobile 
lancé avec U même vitesse, dans une direction quelconque. 
339. Mettons la valeur (194) de p dans l'équation j» = px, 



et nous aurons 



r= -- 



..(,g5) 



pour l'équation de la parabole que décrira un mobile lancé dans une direction 
quelconque , abstraction faite de la résistance de l'air. 

340. Proposons-nous, maintenant , de troUi'er la distance h laquelle , par 
rapport a la verticale AC, le mobile irait tomber, la hauteur verticale entre le 
point de départ ft le point d'arrivée étitl^onnue. 

Pour résoudre ce problème, dans le cas de la figure 7a , on calculera d'abord 
IJC-, d'après l'éijualion j;* == — ~. a;, ce qui donnera l'hypolhénuse du triangle 
~ 16 
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rectangle GBM, dont le côté BM est la distance demandée. Pour avoir cette dis- 
tance, il faudrait connaître Tabscisse AG , car on voit que MC = AC — AM 
= 0; — hy en appelant h la hauteur AM du point de départ A par rapport au 
point d'arrivée B. Le triangle rectangle CBM nous donnera 

(CB)^ _ (GM)2 =(MB)* ou (MBy=y^ — (x — hy.... (a) 
Nommons <t l'angle MBC, qui est celui que fait la droite AG avec Phorizon ; 
nous aurons 

1 l tang. et ; ; BM ; MG ou x — fi ; d'où x—h = MB lang. « (h) 

et par conséquent a: = A -f- MB lang. <t (c) 

En substituant cette valeur (c) de x dans Téquation de la parabole, il nous 
viendra 

y^ ='^— (Il -f MB tang. a)....{d) 

et, en mettant dans Téquation (a) la valeur (i) de a; — A , et celle (rf) de/* , il 

nous viendra (MB)2 = ^ — (h + MB lang. «) — (MB)* lang.^ « 

8 

d'où (MB)* (i + tang.* «) — — . JIB. tang.«= — — 

ou (MB)* j—rz — 2-^-t. MB = ■ ^ ^ j-^ > 

et par conséquent, en résolvant celle équation 

g (i +lang-' «) ^ ^" (i+lang."«)' '^ g {i +lang.««) 

_ y/ v^ V^lang.«±/(V^+2A^)tang.'a+2//g ^ 

Telle est Texpression de la dislance , par rapport à la verticale menée par le 
point de départ, Ix laquelle le mobile ira tomber. 

On observera que la tang. « sera positive pour le cas de la fig. 72 , négative 
pour celui de la 6g. 73, et nulle pour celui de la fig. 70. Dans ce dernier cas , 

on aura MB = BC = V |/— (197) 
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Du mouvement des corps assujétis à glissettgur des ligues données, dans Thypolkëse d'un 

pol^Plrfait. 

341 . Supposons qu'un mobile soit en repos au sommet G d'un plan incliné 
AG (fig. 74) , et que tout à coup il soit livré à l'action de la pesanteur; au lieu 



•_■ j ^1 



1 s agit I 
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de dcscencli-e suivaot la verticale CB, il glissera suri 
savoir suivant qu'elle loi son mouvement aura Iteu. 

Supposons que, dans un temps donné/, le mobile pût parcourir l'espace Ca 
sur la verticale GB; d'après le n" 3i5, nous pourrons décomposer l'espace ou la 
vitesse C« en deux autres Ci , Ce, Tune perpendiculaire et l'autre parallèle à 
]a longueu^A du plan incliné, en construisant le parallélogramme abCc ; la 
partie de la pesanteur qui imprimerait au mobile la vitesse Ci étant perpen- 
diculaire au plan AC , sera détruite par la résistance de ce plan , et l'autre 
partie, parallèle are dernier, fera parcourir IVspiiceCc au mobile le long du plan, 
dans le même temps que la pesaiHcur le forait descendre de la quantité Ca dans 
la direction verticale. Or les triangles semblables cCa, A.BC donnent 



AC : cb;; Ca : Cc,ou ^ : a;;' 



(«) 



( en appelant l la longueur AC du plan incliné , ft sa hauteur , et en se rappe- 
lant (n" 3 1 6) , que l'espace Ca = e ^ ^). 

'Il est facile de voir que si le mobde descendait verticalement de C en B dans 
nn autre temps (' , dans le même temps ce mobile descendrait de C en y sur le 
plan incUné, le parallélogramme Ce\^f étant construit sur la diagonale CB ; 
les triangles semblables ABC , CD/, donneront 

AC : CB : : CB : 0/ ou ; : A ; •. ^ ; c/. 

Si donc nous comparons ta proportion (a) k celte-cî , il nous viendra 



^ 



: Ce ; : ^^ : c/ ou (> : t^ : ; cc : cf.... (198), 



d'oit l'on voit que les espaces parcourus sur le plan incliné sont comme les 
can'és des temps, tout comme dans le cas de la chute verticale (n" 3i8). 

3-'i2. Nommons ^y' l'espace parcouru dans une seconde de temps, E l'espace 
parcouru dans un temps donné t' ; la proportion (198) nous donnera 



■ (»9y) 



Equation toute pareille ii celle du n" 3 1 C , relative à la chute vei ticalc. 

Il Suit de là t]ue, la loi tfue suit la îi^iscente d' un corps grave sur un plan in- 
cliné, est la incme ijue celle qu'il suit 'prsquil tombe verticalement. 

343, D'après cela il est aisé de voir que si V est la vitesse acquise par un 
mobile glissant sur un plan incliné quelconque , on aura 
V =s'i' (200), 

C'est-à-dire que, la vitesse acquise au bout d'un temps donné, est égale ù la 
force accélératrice sur ce plan incliné j multipliée par le temps donné. 
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344« Tirons la valeur de t' de réquation (aoo), qui sara f ' = -^ ^ pour la 
mettre dans l'équation (199) ; il nous viendra 

E = ^' d oïl V* = 2g'E (a), 

si maintenant nous faisons attention qu'en supposant t = i dans la proportion 
( a ) du n*^ 34 1 5 Ce devient i g' ^ nous aurons 

i ih :\\g : is' \\g: 9' = t ^^°>> 

Gela posé, supposons que E soit la longueur l du plan incliné, et substituons, 
dans réquation (a) ci-dessus, cette valeur de E, et celle (201) de </ ' , nous aurons, 

V'^ = ^gh , d'où V = {/"igh {20^), 

telle sera la valeur de la vitesse acquise par le mobile, à l'instant où il sera par* 
venu à l'exlréinilé inférieure du plan incliné. On voit que l'expression de cette 
vitesse acquise est indépendante de la longueur du plan incliné, et qu'elle est 
proportionnelle à la racine carrée de la hauteur h de ce plan ; il faut donc con- 
clure de là que , la vitesse acquise a Vextrémité ùiférieure du plan incliné est la 
même^ quelle que soit l'inclinaison de ce plan; de sorte que cette vitesse acquise 
sera la niêine^ le mobile descendant par le plan G A (fig. 7^), que s'il descendait 
le long de tout autre CD, GE, GF, ou, etc., et par conséquent suivant la verti- 
cale GB. 

345. Gherchons le temps nécessaire pour que le mobile parcoure la longueur 
du plan incliné; pour cela, mettons la valeur (t20i) de g' dans l'équation (1200), 

il nous viendra V = -j- ; mettons cette valeur de V dans l'équation (202), 

R^t . ^ , s*h*t^ I 

et nous aurons ^ = |^ igh, ou «__ = :xgh , 

ce qui se réduit à 

^ft(» = aZ», d'où V =^^ (a) 

Supposons un autre plan incliné dont la longueur soit T, et la hauteur h\ nous 
aurons t*^ =^—Tr il s'ensuivra donc 

t'\t'-\\^{ : ^^, (2o3> 

346. Si les temps étaient égaux, on aurait 

^ = Ç,d^oU i* : r^ ;: fc : V.... (ao4). 
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d'où Ton voit que , pour que deux plans inclinés fussent parcourus dans le mène 
temps , il faudrait (jue les carrés de leurs longueurs fussent entre eux comme leurs 
liaiiteurs ; et réciproquement^ lorsque celle condition aura lieu, les temps seront 
é^aux. 

347. Il suit (le \'d que , si dans un cercle c|uelconque ADB ( fig. 7G ) , on mène 
une suite de cordes AC, AD, AE, AF, elc.,etque l'on regarde ces cordes comme 
les longueurs d'une suite de plans inclines, doul les segmens AG, AH, AI, AK, 
du diamètre, seraient les hauteurs i esjjeclives, un mobile partant du point A mcl- 
trait le même temps à parcourir l'un quelconque de ces plans inclinés, et par 
conséquent le diamètre AB; car (Géom. pi. n" 370 ) (AC)^ l (AD)^ ; (AE)* l 
(AF)ï : (AB)* ; ; AG : AH ; AI ; AK : AII; c'esi-ù-dire que toutes ces 
cordes et le diamètre AB satisfont à la condition du n" 3A6. 

348. Supposons une suïle de plans inclinés AE , EF , FG , GC , etc. ( fig. 77) 
qui forment la surface d'un deini-prismc creux quelconque, dont la section droite 
soit le polygone AEFGC,..; si un mobile animé par l'action de ta pesanteur 
descend le long du contour de ce polygone, la vitesse qu'il aura acquise au 
point C } sera la même que s'il était descendu suii'ant la verticale DC. 

En effet, la vitesse qu'il aura acquise au point E , sera la même (n" 344) 1"^ 
celle qu'il aurait acquise en tombant librement de D en II ; celle qu'il acquerra 
de E en F sera la même que celle qu'il aurait acquise de il en I; celle qu'il ac- 
querra de F en G sera lu même que celle qu'il aurait acquise de I en K , et ainsi 
tie suite. A chaque station tes vitesses sont donc respectivement égales; leurs 
sommes le seront donc aussi , ce qu'il fallait deinonlrer. 

349. Ce principe a évidemment lieu, quels que soient les longueurs et le nombre 
tles côtés du polygone; il aura dont lieu dans le cas oii les cùlés de ce polygone 
seraient inbniment petits, et en nombre infini, c'est-à-dire dans le cas où , au 
lieu d'un polygone , on aurait la courbe AFCB , nous [louvons donc énoncer ce 
théorème général , que, 

Quelle que soit la courbe AFG que parcourra un mobile par l'action de la 
pesanteur, la vitesse quit aura acquise en un point quelconque de sa course, sera 
la même que celle qu'il acqiterrait en tombant librement de la même hauteur. 

350. La vitesse qu'aurait acquise le mobile en tombant verticalement de D 
en C j s'obtiendra en éliminant ( entre les équations (178) et (179), et en en ti- 
rant la valeur de V qui sera V = /aej («) 

Mais nous avons trouvé (n" 3a6) que la hauteur e à laquelle peut s'élever uu 

mobile lancé verticalement en sens contraire de la pesanteur, avait pour exprès» 

V" 
aion e = ^, ù'où nous tirerons V ^= / 2i'i/. Si donc nous comparons cctlo 
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t'ijualion il celle (a) ci-dessus, nous en conclurons que la vitesse acquise au point 
G est capable de fnïrc rcmonlcr le mobile k la hauleur d'oii il esl descendu , quelle 
que soit la courbe CB ou CM par laquelle le mobile montera. II y a plus, c'est 
que quand le mobile, parti du point C, sera arrivé au point L, sa vitesse aura 
diminue de manière à être redevenue ce qu'elle était au point F lors de sa des- 
cente. Pour les autres points correspondant aux mêmes hauteurs sur la courbe 
de raonlée Gii , et sur celle de descente CA , il en sera de même , de telle sorte, 
qu'arrivé au point B situé sur l'IiDrizonlule AB , le mobile aura perdu toute sa 
vitesse; mais à cet instant la force d'impulsion étant épuisée, la pesanteur fera 
redescendre le mobile, sur la courbe BC , jusqu'au point C, où il aura acquis la 
même vitesse qu'il avait auparavant à ce point C, et le mobile, en conséquenre, 
remontera jusqu'au point A , eu suivant la courbe CB: le mobile continuera indé- 
finiment de descendre et de monter ainsi de gauche à droite, et de droite à gau- 
che, en glissant sur les deux branches de courbe alterna ti vcnien t , tant qu'aucun 
obstacle ne viendra pas diminuer la vitesse acquise au point C, à chaque os- 
cillation. 

Il ne faut pas conclure de ce qui précède que le mobile descendrait par la 
courbe dans le même temps (|ue par la verticale; car , dans le premier cas , ce 
temps serait plus grand que dans le second, ainsi que nous Tavons vu dans U 
descente sur un plan incliné. 

351. Supposons maintenant qu'un mobile soit fixé à l'extrémité A du rayon 
inextensible BA (fig. 78) d'un cercle, et que dans la direction de la tangente 
AG et dans le sens de A en G, lé mobile reçoive une impulsion; au lieu de 
suivre la direction de la langente AG, le mobile parcourra la circonférence 
AGFA de ce cercle, attendu que le rayon inextensible A B maintiendra le mobile 
à la même distance du centre K. Il est évident que, pour obliger le mobile ii 
suivre le chemin circulaire, le rayon éprouve une certaine tension qui rst occa- 
sionnée par ta force avec laquelle le mobile tend à se diriger suivant la ligne 
droite. Ainsi lé centre esl obligé de résister à celle même force. On , donne Je 
nom de foice ccnlriphle , à celle avec laquelle !e mobile est attiré vers le centre, 
et celui de /o;ce centrifuge à celle avec laquelle le corps tend à s'échapper sui- 
vant la tangente. Déterminons l'une de ces Ibrces égales. 

352. Supposons donc que le mobile , au lieu d'avoir suivi la tangente AG 
(fig. 78 ) , ait parcouru l'are AC , dans le même temp qu'il aurait parcouru 
la longueur AG de la langcnlc; il est clair que la force centripète, et par 
conse'quent la force centrifuge, sera représenlcc par la longueur GC. Or si l'arc 
AG est infiniment petit, l'angle ABG sera aussi infiniment petit, c'est-à-dire 
que la droite GG pourra être regardée comme parallèle k AD, et par conséquent 
cgalc à cette dernière; si donc / est la force centrifuge, nous aurons 

^^ /=AD.,.,(«). 



^^tafl^H^^Hitt 



PRINCIPES DE DTKAMIQUE. 

Mais si nnus menons les cordes AG , CF, nous aurons ( Ge( 



. pi. n" i5i^ 



AF : AC : • AC : AD = 



AF 



(i). 



Or, l'arc AG ^lant infiniment pelil , peut remplacer sa corde ; de plus, AF 
étant le diamètre du cercle, peut être représcnlé par aU ; en substituant dans 
l'équalion (ij et ensuite dans l'êqualion (a) , nous aurons 






,.(305). 



353. Si la vitesse du mobile est uniforme , les arcs parcourus seront propor- 
tionnels à la vitesse , ainsi l'arc pourra être remplacé par la vitesse V ; en 
faisant cette substitution dans l'équation (3o5), nous aurons 



f= . 



..(aoG). 



354, Supposons un autre mobile circulant sur la circonférence d'un autre 

cercle, avec une autre vitesse uniforme ; /' «îtant sa force centrifuge , nous au- 

V" 
rons /' ■=^ "jC,; et en comparant cette valeur de / ' à celle de /, il nous viendra 



/:/' : 



Ce qui nous monVre que les forces centrifuges sont comme les carrés des vitesses 
uniformes^ et en raison inverse des rayons des circonférences de cercle pOrcoftrues. 
Ainsi, si les rayons étaient égaux, les forces centrifuges seraient comme les 
carrés des vitesses , et si les vitesses étaient égales > ces forces seraient en raison 
inverse des rayons. 

355. La vitesse d'un mobile assujéti à parcourir la circonférence d'un cercle 
donné d'un mouvement uniforme , sera évidemment en raison inverse du temps 
que mettra ce mobile à faire une révolution entière. Ce temps se nomme temps 
périodique. Ainsi la vitesse sera en raison inverse du temps jxiriodique. Mais il 
est évident que si la vitesse était la même, le temps périodique serait proportion- 
nel à la circonférence décrite par le mobile, et par conséquent au rayon du cercle. 
Si donc R et R' sont les rayons des cercles, et t, t' Us temps, nous aurons 

t: t' :: R : r' c^os). 

Mab dans l'bypotlièse des ritesses égales, la proportion (207) nous donne 

f • f '*' n ' hî ' 

si donc on multiplie ces proportions par ordre, il viendra 

'/: 'T :: ■ : ■ 



•'N 
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ce qui reut dire que tf = t'f, ou que 

/' : fy.t : f (.08), 

c'est-à-dire que les forces centrifuges , dans le cas des vitesses égales et des 
rayons différens , sont en raison im^crse des temps. 

356. Nous venons de voir que les temps sont en raison inverse des vitesses, 

de sorte qu'on aura ^ \ t' \\ y \ V (200)- 

Si nous multiplions par ordre les proportions (207) et (208), il nous viendra 

t^ : t'^ : : rv : r'v, 

et si nous divisons les deux termes du dernier rapport par RR% nous aurons 



^' • ^'' •• iT • ÏÏ (^'''^' 



d'où il suit que les carrés des temps périodiques sont en raison ins^erse des 
vitesses j divisées respectivement par les rayons. 

357. Supposons maintenant que le mobile se meuve autour du centre B(fig. 78) 
en étant animé d'un mouvement uniformément et continuellement accéléré ; 
dans ce cas, Tare décrit dans un temps donné, sera remplacé évidemment par 
le second membre de l'équation (178) s de sorte qu'à l'arc il faudra subs- 

tituer ^— dans la formule (2o5), ce qui donnera 



d'où l'on voit que, dans cette hypothèse, la force centrifuge augmenterait dans 
le rapport de la quatrième puissance du temps ^ tandis que, dans le cas d'une 
vitesse uniforme, cette force reste constante pour la même vitesse et pour le 
même rayon. 

358. Enfin, s'il s^agissait du mouvement retardé, à la place de l'arc de la 
formule (3o5), on mettrait le second membre de l'équation (186) , et on aurait 

' ~ r5 — (^^^)- 

Cette force centrifuge irait en diminuant en raison inverse du temps. 

359. Supposons qu'en un point fixe A (fig. 79) soit suspendu un mobile E 
par le moyen d'un fil inextensible; si ce fil est dans une situation verticale, le 
mobile E restera en repos, et le fil, par sa tension, fera équilibre au poids du 

orps. Mais si l'on dérange le mobile de là verticale pour lui (aire prendre la 
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position B, en le livranl ensuite à Taction de la gravite, la direction reclUigne 
du fil n'étant plus directement opposée à celle de celte dernière force, le mobile 
tendra à tomber suivant la verticale; el comme il sera obligé de rester à la 
même distance du centre A de suspension , à cause de l'inextensibilitc du fil , il 
s'ensuit que le corps descendra non verticalement , mais suivant l'arc de cercle 
BE. Arrivé au point E , le mobile aura acquis une vitesse (n° 350) capable de le 
faire remonter de l'aulre côté sur l'arc EC jusqu'au point C, situé h la même 
liauteur que le point de départ B , et dans le même temps , car le fil n'a d'autre 
effet que d'oblii;cr le mobile à parcourir l'arc de cercle BE, et le corps est dans 
le même état que s"il glisse librement sur ce même arc par l'action de la pesan- 
teur. Ainsi ce qui a été démontré au n" 350 et suivant , est applicable au cas du 
mouvement que nous considérons ici. Le corps étant arrivé au point G, aura 
perdu toute sa vitesse , et l'action de la pesanteur le fera descendre sur le même 
arc jusqu'en E , oii il aura acquis la même vitesse qu'il avait acquise au même 
point, en descendant du point B; le mobile pourra donc s'élever à ce point 
B, et redescendre de ce point B au point E pour remonter au point C, et 
ainsi de suite, tant qu'aucun obstacle ne viendra pas altérer son mouvement. 
Un corps qui oscille de cette manière, prend le nom de pendule simple. 

360. La vitesse acquise au point E sera la même que si le mobile descendait 
verticalement du point D situé au même niveau que le point de départ B (n" 350). 
Mais (n" 321)*les vitesses acquises par un corps tombant librement, sont dans 
le rapport des racines carrées des hauteurs desquelles ce corps tombe; par 
conséquent, les vitesses acquises au point E par les pendules qui tomlïeraient 
l'un du point B et l'autre du point m, seront entre elles comme les racines 
carrées des hauteurs correspondantes DE, dE. 

301. Il suit de là que ces vitesses seront proportionnelles aux cordes BE, 
»(E ; car les carres de ces cordes (n" 347) sont comme les distances DE, dE j 
c'est-à-dire, que (BE)^ ; (mE)» ", ; DE : rfE , 

d'où BE : mE : : |/de : i/^e , 

ce qu'il fallait démontrer. 

362. Il résulte de là que, si l'on veut que le pendule acquière au point E 
des vitesses qui croissent comme les nombres i , a, 3, 4> etc. , il faudra le faire 
tomber des points m j B, «, /, etc. , de la circonférence du cercle , tels que, les 
cordes Blm, EB , Ee, E/, etc. , suivent la même progression. 

363, De ce que les carrés des cordes DE, mE sont comme les hauteurs 
DE, Eii , il s'ensuit (n" 346) que si deuï mobiles descendaient des points B et 
m en suivant la direction de ces cordes, ces mobiles parcourraient ces cordes 
dans le même tem|)s , ce qui est conforme à la conséquence du (n" 347), 

»7, 
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364. Si donc les arcs BE , mE sont assez petits pour que les cordes qui les 
-soutendent se confondent sensiblement avec eux , le pendule, mettra le même 

temps à descendre du point m que sHl] descendait du point B ; de sorte que , 
quoique les amplitudes des oscillations soient différentes ^ elles se feront dans le 
même temps. Dans ce cas^ on dit que les pendules sont isochrones. 

365. Par le point B abaissons la yerticale Bb , et supposons que la pesanteur 
g soit rej^resentée par la longueur Bb de cette verticale ; en construisant le pa- 
rallélogramme Bacb , on la décomposera en deux. Tune Bc dans la direction 
du fil inextensible, et qui sera détruite par la résistance de ce fil , et l'autre 
Ba dans la direction de la tangente à Tare de cercle au point B , qui sera la 
force d'impulsion qui, en se combinant avec la force centripète, fera descendre 
le mobile , suivant l'arc de cercle BE. Cherchons l'expression de celte force accé- 
lératrice^ ce à quoi nous parviendrons^ en comparant les triangles semblables 
Bcb y BDXj qui nous donneront 

AB : BD : : ba : B^ ou R : BD :\g: Ba (a). 

Mais le triangle rectangle BDA donne 

I : sin. BAD : : R : bd 

donc I * sin. BAD \\g l Ba = ^' = ^ sin m.. . (2i3), 

en nommant m l'angle BAD, et ^' la force accélératrice tangentieile. 

On voit par cette équation que la force accélératrice g ' est nulle au point 
E , où m =:^ ^ comme cela se conçoit d'avance. Elle diminue dans le même 
rapport que le sinus de l'arc qui reste à décrire au pendule pour arriver au 
point E. 

366. Si nous avions un autre pendule h (Gg. 79) qui, dans ses oscillations 
décrivit un arc d'un même nombre de degrés que le précédent , il serait , 
d après 1 équation (tii3), animé par la même force accélératrice jf ' à chaque 
instant. 

367. De l'équation (ai 3) nous tirerons g = -r-^ — ; d'où nous voyons que 

le rapport entre la force accélératrice du pendule au sinus de l'arc que ce mo- 
bile a à décrire pour arriver au point E (le plus bas de la courbe), est constant. 

368. Nous avons vu (n^ 345) , que 

t^:t'^\\'h :^' C'»)' 

Cet ^' étant les temps nécessaires pour parcourir les longueurs /, /' de deux 
plans inclinés , dont les hauteurs respectives sont A et h' - Gela posé, compa- 
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,w..^ deux pendules simples oscillant avec des rayons diffci-ens (fig. 79) et dé~ 
■crîvanl des arcs irès-pulits. INuus pourrons remplacer f de la proportion (a) par 
la corde BE (iig. 79), et l' par la corde bk ; mais 

(0E)-=^ l* = ^RxDE=3Rhel (/i*)»= l' '^ :^ sr A d' k = zrh' 
lubsliluant dans la proportion (n) , nous aurons donc 



': t' '.'.l/ii: V^/- 



....(314). 



D'oii l'on voit que les temps des oîsîllations sont comme les racines carrées 
des rayons. 

369. Si l'on supposait t' =^ i' , et qtie »■ fût réellement la longueur qu'il 
faudrait donner au pendule pour qu'en effet il battît les secondes (*), on pour- 
rait résoudre les deux proMèmes suWans : 

1" La longueur d'un pendule étant donnée, trouver le temps de ses oscilla- 
tions, ce qui sera donné par la proposition t l i ',\ |/ R | J/ r , d'où 



t = ^^ \/\ 



,.(2.5). 



2" Le temps des oscillations étant donné, trouver la longueur du jiendule ; ce 
qui sera donne' par la proportion f^ \ 1 ' * R I r ; 

d'oii R = rV (216). 

370. Supposons deux mobiles D, F, suspendus au point A (Gg. 80) , chacun 
par un fd incsiensible Ait , AF ; si ces mobiles reçoivent des impulsions propor- 
tionnelles à leurs masses, et qu'ils aillent indépendans l'un de l'autre, ils parcour- 
ront des espaces égaux; or, ils sont tous les dcuiassujélisà décrire un arc de cercle 
autour du point A, et ces arcs de cercle ont des ra\ ons diOérens ; pour élrc égaux 
en longueur, il faudra donc que celui qui a le plus petit rayon ail le plus grand 
nombre de degrés : il suit de là que dans le temps que le mobile B viendra en 1 , 
le mobile F sera transporté en K ; de manière que l'angle lAI! < KAB. 

Mais si les deux mobiles étaient fixés sur un même lïl AB inextensible et 
inflexible, ils seraient obligés de décrire des arcs d'un même nombre de de^'rés 
dans le même temps; d'où l'on voit que le mobile'F serait retardé dans sa courge 



(*) On trouïé par expéricDce (jue ccUe longueur était ^g.ik 
lignes et tlemte pour la laiilude de Pans. 



u", 993, ou Iroijpiedï hiii 
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par le mobile fi ; ee ctemier s'emparerait donc d'une partie du mouvement du 
premier ; par conséquent le mobile B gagnerait tout le mouvement perdu par Se 
mobile F , de manière que les deux mobiles oscilleraient de concert ^ et quand B 
serait en G, F serait en G sur la même droite GGA. On conçoit, d'après cela , 
qu'il doit exister un point D, sur le fil ^ entre les points B et F, tel que si on y 
appliquait un mobile animé de la même impulsion que les deux autres, mais 
pouvant se mouvoir indépendamment , les trois mobiles partant au même ins- 
tant, les deux premiers lies l'un à l'autre arriveraient aux points C et G , au 
même instant que le mobile D arriverait au point E de la même droite GA. 
Ce point D se nomme le centre d'oscillation, et détermine la longueur AD d'un 
pendule simple y qui ferait ses oscillations en même-temps que le système des 
deux mobiles Viés entre eux par le fil rigide A6. Le système des deux masses 
pi*end le nom de pendule composé. 

371. Supposons que les arcs d'oscillation soient très-petits^ il est fiicile de 
concevoir que l'arc DE décrit par le centre D d'oscillation , sera de même 
longueur que ceux BI, FK qu'auraient décrits les mobiles B,F s'ils eussent été 
indépendans , car nous pourrions regarder ces trois arcs BI , DE y FK , comme 
des droites parallèles et de même longueur ; si. donc par le point E on mène 
la droite IK parallèle k AB^ les arcs ou espaces rectilignes que décriraient 
librement ces trois mobiles , seront BI , DE et FK. De là on voit que la perte 
de vitesse du mobile F sera GK , et celle qu'aura gagnée le mobile B sera 
IG. La quantité de mouvement perdue par le premier sera donc GK X F) et 
celle gagnée par le second IGXB. Mais ces deux quantités de mouvement 
agissent autour du point A, avec les bras de levier AF, AB , les effets 
qu'elles produisent autour de ce point A sont donc GK X F X AF et IC 
X'B X AB ; or en vertu de rinertij&, le mouvement perdu doit égaler lemoa-^ 
vement gagné ; par conséquent 

GK X F X AF = IG X B XAB (a). 

Hais dans te cas des arcs très-petits/ les triangles KGE , lEG peuvent être 
regardés comme étant rectiUgnes^ et dès-lors comme semblables \ ce qui nous 

donnera GE. * EG *.* KG *. IG 

ou FD : DB : : kg : ic =H^^. 

Substituons cette valeur de IC dans Téquation précédente , et nous aurons- 

GKXFX AF = -5£^r^ XBX AB 
ce qui se réduit à 
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DF X F X AF = BD X B X AB.. 



,.(J), 



d'où l'on voit que l'une des masses multipliée par h pivduit des distances 
de son point d'application au point de suspension et au rentre d'oscillation , 
est égale à l'autre masse multipliée par le produit des distances de son point 
d'application au point de suspension et au centn d'oscillation. 

372. Si les masses étalent égales, l'équalion (6) deviendrait 

DF X AF = BD X AB (c) 

et nous ferait voir qne , dans ce cas, les distances des points d'application 
des masses au point de suspension et au centre d'oscillation , sont réciproquement 
proportionnelles. 

373, Demandons-nous maintenant la distance AD du centre d'oscillation 
au point de suspension. 

Pour cela , faisons x ■= AD , nous aurons 

DF — X — AF et BD = AB — x; 
le premier membre de l'équation (i) sera 

DF X F X AF ^ (x — AF) X F X AF = xF X AF — (AF)» X F, 
et le second 

BD X B X AB = (AB — x) X B X AB = (AB> X B — xB X AB 
on aura donc 

xF X AF — (AF)> X F = (AB)> X B - rB X AB , 
ce qui revient à 

X (FXAF + BXAB)=BX(AB)' +Fx(AF)-, 

„ , Bx(AB,' + Fx (AF)' , , 
J»" '•= BxAB+FxAF ('■')- 

D^où il suit qnc la distance du centre de suspension est éqale à une fraction dont 
le numérateur est la somme des produits des masses par les carrés des distances 
du point de suspension aux points ^application de ces masses, et te dénomina- 
teur , la soinnie des momens des masses par rapport an point de suspension A . 

374. Ce principe a lieu quelque soit le nombre des masses suspendues au ât 
rigide, ainsi qu'on peut facilement s'en assurer , en prenant ces masses deux à 
dcui pour les réduire en nombre deux fois moindre, et passant de celles-ci à 
un nombre deux fois moindre, et ainsi de suite, de proche en proche, de la 
même manière qu'on parvient ii la résultante d'un nombre quelconque de forces 
parallèles: on arrivera ainsi à la distance du centre de suspennon au centre 
d'oscillation du système. 
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Supposons donc qu'on ait les niasses A, B, C, D,...., et que leurs distances 
au point de suspension soient a^ b,Cj rf^,...; en suivant la marche que nous ve- 
nons d'indiquer 9 x étant la distance demandée, on arriverait à rëqifttioa 
générale. 

A^i» + B&^ + Cc« 4- Drf' 

Ad+Bi+Cc+D^ • 

375. Si les masses étaient égales^ cette équation deviendrait 

_ ^' + &' + c' + £fV... 



X = . ■.-^, ' Tr .'^-^ ..,..(218). 



"^ " « + 6+C + A... ' ^""^^ 




Si nous supposons , de plus , que les distances Uj bj Cjdy.... suivent la progres- 
sion 1,2,3,4) 5, l; l étant le nombre d'unités contenues d^ns la plus 

grande distance du point de suspension, il nous viendra 

— 1+4 + 9+ 16 + 25+36 f 

1+2 + 3+4+5+6 +/ W) 

ce qui se réduit , d'après la note « de la page 5o , à 

P V l 

3 "^ ^ "^ 6 2P + 3/+1 . , 
X = /. , = 3/+ 3 -'^^'9)' 
22 

Telle sera la distance du point de suspension au centre d'oscillation d'un pen- 
dule composé de masses égales uniformément distribuées sur un fil rigide , à 
partir du point de suspension. 

376. Si ce pendule composé était une tige prismatique ou cylindrique de 
matière homogène^ en divisant la longueur de cette tige en une infinité de 
tranches infiniment minces, on pourrait regarder ces tranches comme des masses 
égales appliquées à un fil rigide à des distances égales et infiniment petites les 
unes des autres , à partir du point de suspension : la formule (&) donnera donc 
la distance du point de suspension au centre d'oscillation , en y supposant l'unité 
infiniment petite , et par conséquent la longueur l infiniment grande. Mais dans 
cette hypothèse (note « page 5o), la limite du numérateur de cette fraction est 

ô« et celle du dénominateur est - : nous aurons donc 
3' 2 ' 

x = ^ = -«■.... Q220;« 

2 

d'où nous voyons que , U centre d'oscillation est aux deux tiers de la longueur 
de la tige , a partir du point de suspension. ^ 
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LEÇOiN IV. 

Du choc direct des corp;. 



377. Un corps serait parfuitcment dur si les molécules de matière qui le 
composent étaient parfaitement en contact les unes aux autres, c'est-à-dire si 
entre ces particules il n'existait aucun vide, aucun intervalle privé de matière. 
Mais alors le corps ne serait plus composé de pnriics séparables, il ne formerait 
plus qu'on tout indestructible, indivisible, d'une forme inultcrable et d'un vo- 
lume invariable, et perdrait un grand nombre des propriétés communes à lous 
les corps. Aussi la nature ne nousoffre-t-clie aucun corps parfaitement dur, car 
dans ceux que nous regardons comme les plus parfaits fOus ce rapport, la somme 
des vides qui existent entre les molécules, forme un espace peut-être plus grand 
que celui formé par la gomme des volumes de toutes les particules de matière 
qui les composent. Cependant les corps réputés durs, lorsqu'ils ne reçoivent pas 
des chocs qui dépassent certaines limites , n'éprouvent que de très-faibles dépres- 
sions, de faibles altérations dans leur forme, ce qui fait que dans un grand 
nombre de circonstances il nous est permis, sans qu'il en puisse résulter des 
erreurs sensibles, de les regarder comme parfaitement durs. C'est [wur cela que 
nous allons nous occuper de la reclicrclic des lois qui accompagnent le clioc 
direct et le choc oblique de ces sortes de corps, dans l'hypothèse d'une dureté 
parfaite. 

378f II est évident que le mouvement qu'on imprime à un corps dur par une 
force quelconque appliquée en un jioint de l'une de ^cs fuces , se communique 
inslanlancment à toutes ses molécults , allcndu qu elles sont toutes parfaitement 
en contact et insé(>arables les unes des autres. Cela |x>sé, passons aux lois malhc- 
maliques du choc de celte classe de corps. 

379. Supposons un corp sphérique A (fi;;. 68) allant, avec la vitesse V, 
choquer un autre corps spbérique B en rc|>os, et demandons-nous ce qui ar- 
rivera après le choc. 

Représentons la masse du corps A par M, celle du cor]» B par jm , et ta 
vitesse après le choc par x. Cela posé, observons que la force qui fait mouvoir 
le corps A avec la vitesse V (n" 290) est MV; or, après le choc, cette nicmc 
fiyce sera obligée d'agir à la fois sur les deux mobiles A , 11, c'cst-à-dirc sur 
une nia.ssc égale à M -)- m, et devra comnumiqucr à cette dernière masse la 
vitesse X ; en vertu du n° 'J02, nous aurons donc 



<36 COUBfl DE OOMSTROCnOir.' 

X (M + m) = VM , d'où X = ~^?i- (aai). 

Ainsi , la vitesse après le choc sera égale h celle du corps A ai^tmt le choc 
multipliée par la masse de ce même corps ^ et divisée par la somme des masses. 

380. Supposons que n^tzznil; en substituant dans IVquation (^ai), il nous 
viendra 

cl*où nous voyons qu^après le choc , la vitesse du système des deux corps sera 
égale a celle qu avait le corps choquant avant la colision , divisée par le 
nombre de fois plus i que la masse du mobile choqué est plus grande qUe cdh 
du corps choquojnt. 

381. Si donc la masse du corps choqué était très-grande par rapport à celle 
du corps choquant, n serait très-grand aussi, et la valeur (222) de x serait très- 
petite ', d*oii nous devons conclure que la vitesse après le choc pourra être insen- 
sible si la niasse du corps choqué^ supposé en repos , est très-grande par rapport 
a celle du corps choquant. Mais nous voyons aussi que si nous fesons abstraction 
de tout obstacle étranger à Tinertie , quelque petite que soit la masse du corps 
choquant ainsi que sa vitesse , la vitesse après le choc ne sera jamais absolument 
nulle. 

De là il résulte que Tinertie n'est pas un obstacle au mouvement , mais que 
les corps ne peuvent prendre de vitesse que dans la proportion de la force qu'on 
leur applique et en raison invei*se de leur masse. Il en est donc de Tinertie des 
corps , comme de Tétat d'un vase d'une capacité indéfinie , par rapport a la 
quantité de liquide qu'on y introduit; ce vase, en efTet, est là tout disposé à re- 
cevoir aussi peu ou autant de liquide qu'on voudra ; seulement s'il a une base 
très-grande, il faudra beaucoup de liquide pour qu'il s'élève sur le foncf à une 
hauteur sensible ; de même aussi pour mouvoir une masse considérable d'une 
manière appréciable^ il faut une force qui soit grande en proportion. 

382. Supposons maintenant, que M= nm^ en substituant dans l'équation 

(231), nous aurons 

_ V^^ _ V/i _ V . ,. 

nm -{-m w-{-i >+i 



ce qui nous fait voir que lorsque la masse M est très-grande par rapport à m^ 
la vitesse x après le choc est sensiblement la même qu'auparavant ; car le 
dénominateur de la valeur de x sera d'autant plus près d'égaler l'unité , que n 

sera plus grand , puisque la fraction - devient d'autant plus petite. 

383. Supposons à présent deui mobiles allant dans le même sens, suivait 
la même droite, l'un ayant la masse M et la vitesse Y, et l'autre la masse m et la 
vitesse v, et demandons- nous la vitesse du système après le choc. 
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Dans ce cas, les quantités de mouvement étant respect ivemcnt MV et mv , à 
riiislant du clioc on aura MV + «ir pour la quantité de mouvement du système 
des deux corps ; mais alors la masse sera M + m^ et la vitesse x : nous aurons 
donc, après la collision , 

MV -U mu 

.r (M + m) = MV + mv, d'oii x = ^j ^ J C^a-I). 

Cela nous apprend qu'après le choc les deux mol/tles iront ensemble ai'ec une 
vitesse égale a la somme des ijuantités de mouvement, tu-aitt la collisioiif divisée 
par la somme des masses. 

384. Proposons-nous maintenant de déterminer la vitesse après leclioc, les 
deux mobiles allant à la rencontre l'un de l'autre suivant la même droite ; M 
el m étant toujours les masses, et V j f ies vitesses primitives individuelles. 

La plus grande quantité de mouvement étant AlV, ei la plus petite mv. après 
le choc nous n'aurons plus que MV — me , et la masse sera M + m ; si donc X 
est la \ites&e à cet instant, nous aurons 



(M + «0 = MV ■ 



d'où 



M- 



..(2.5), 



de sorte que dans ce cas, la vitesse, ap)is te choc, est égale a la différence des 
quantîtés primitives de mouivmenl, divisée par la somme des masses. 

On pourrait facilement généraliser ces formules, et les rendre applicables à 
un nombre quelconque de mobiles; mais comme cela ne saurait oflVir aucune 
dilliculté, nous ne nous en occuperons point. 

Les corps mous, c'est-à-dire ceux qui se compriment par le clioc sans se res- 
tituer, sont soumis aux mêmes lois que les corps durs, quant à leur vitesse et à 
leur quantité de mouvcmcns après la collision. Ainsi les formules précédentes 
serviront aussi bien pour celte espèce de corps que pour les corps durs. 



Des corps élastiques. 



L 



385. L'expérience a prouvé, de la manière la plus certaine , que les corps 
qu'on appelle élastiques, jouissent des propriétés suivantes : 

1" Supposons une bille d'ivoire parfaitemei\( homogène (fig. 8i )> recevant 
un clioc quelconque au point A de sa surface \ l'elTct de ce clioc sera de raccourcir 
le diamètre AB, de manière que ses deux extrémités se rapprocheront du centre 
I de la même quantité; ainsi le raccourcissement Art égalera le raccourcissement 

i8 
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6B. Dans le même temps, le diamètre DG, perpendiculaire à AB, s'allongera 
aussi par ^les deux bouts des quantités égales Ccj Dd. 

2^ Aussitôt après le choc , les deux diamètres reprendront leurs longueurs 
primitives avec une force égale à celle qui avait produit ces changemens de 
longueur. Il faudrait de même opposer deux forces égales à l'intensité du choc^ 
pour empêcher le diamètre DC de se raccourcir. 

Il résulte donc de ce fait, une propriété très-remarquable des corps élastiques^ 
puisque un seul choc, et par conséquent une seule force en fait naitre quatre 
pareilles dans le solide. 

Ce phénomène n'a lieu rigoureusement que dans les corps parfaitement 
élastiques. Ainsi les formules qui suivent ne seront exactes que dans cette hy- 
pothèse« 

3S6. Nous nommerons t^sort chacune des quatre forces que le choc déve- 
loppe dans la bille (fig. 81). Ainsi il y aura un ressort à chaque extrémité du 
diamètre AB, et à chaque extrémité du diamètre DG. Ces deux derniers 
étant dans une direction perpendiculaire à celle du mouvement , ils n'ont 
aucun effet sur ce mouvement du corps ; nous devrons donc en faire abs- 
traction^ et ne tenir compte que de ceux qui ont lieu aux extrémités du dia* 
mètre' AB, coïncidant avec la direction du choc. Cela posé , donnons les for- 
mules qui établissent les lois du choc des corps élastiques dans toutes les cir- 
constances qui peuvent le plus généralement intéresser^ 

387. Supposons que les deux corps aillent suivant la même droite et dans le 
même sens, l'un avec la vitesse V et la masse M , et Tautre avec la vitesse v et 
la masse m ; si les corps n'avaient aucun ressort, après le choc, la vitesse com- 
mune serait (n''378) x=z ' jt^ * Soit A le corps qui a la plus grande 
vitesse, et B l'autre. Après le choc la quantité de mouvement du corps A au 
lieu d'être MV comme avant , ne sera donc plus que Mx = M X f.it„^ y 
il aura donc perdu une quantité de mouvement égale k 

Cette quantité die mouvement perdu est précisément la valeur du choc, et 
par conséquent la force de ressort qui se développe en avant et en arriére de 
dtaque cor()s. Le ressort en avant du corps A sera détruit par le ressort en 
arrière du corps B ; il restera donc dans le corps A une force de ressort en 
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arrière égale à la qaantité de mouvement perdu , c'est-à-dire à ■ w /^^ » 

agissant en sens conlraire de son mouvement primitif. Or , si les corps n'étaient 
pas élastiques, il resterait, après le choc, à ce corps A , dans le sens pri- 



MVH-wi' 



mitif^ une force de mouvement égale à M X -, , — j comme nous venons 

de le voir ; si donc de cette quaniflp de mouvement nous retranchons la force 
de ressort en arrière que nous venons de trouver ci-dessus , la quantité de mou- 
vement qui restera après le choc à ce même corps , sera 

M SX MV-t-mt/ „ w(V — jf) ^ MV 4- mp *— Vm + mu 

'^ ^ m^m ^^ Nl^m — ^- Sr+^i — 

V(M-m) + .m^ , , 

M + iw ^^^ 

si donc nous nommons V la vitesse après le choc, la quantité de mouvement 
sera V ' M j on aura donc 

M + ITl ' 

dou V = — i — -, / (327). 

Dans le corps B il nous reste le ressort en avant égal au ressort en arrière du 
corps A, c'est-à-dire à M. ^ — ^ j or, si les corps n'étaient pas élasti- 
ques, après le choc la quantité de mouvement du corps B dans le sens primitif, 

MV + mi^ . - M/w (V— 1/) ,^^ 

serait m. ■ -, . ; mais le ressort — ^rr-^ , en avant de^e corps agit 

dans le même sens , nous aurons donc après le choc 

"^^ m+m + "^^ M + m = "^ • WTTTi 

- ^- mt^ — w^ 

Si ^' est la vitesse après le choc, la quantité de mouvement sera m(^', et par 
conséquent 

aMV — (;(M — m) 
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a-où ^' = "^-;i'Z-"l (.^). . 

p 

388. En raisonnant de la même manîèresur h formule (î^S) que nras venons 
delcfaire sur la formule (224), nous arriverions, pour le casoù les deux mobiles 
iront à la rencontre l'un de l'autre, r po^e mouvement perdu, et par con- 
séquent, pour chaque force de ressort . à ^^^C^-^^) . 

V -j-in ^ 

2"* Pour la vitesse du corps A, après le choc, à 

V' " V(M— m) — ami' , . 

^ STf^^i (^29)> 

Et 3^ pour la vitesse du corps B, après la collision , à 

i^ = tot-t (23o) 

Discutons ces quatre formules , pour en £sdre ressortir les circonstances les 
plus remarquables. 

389. Supposons que le mobile B soit en repos lorsque le mobile A vient le 
choquer; dans ce cas ç; = o; et les deux formules (227) et (t^ag) se réduisent k 

_ V(M-m ) 

et les deux autres à v- = ^rr-; — ; 

d'où Ton voit que les deux cas que nous venons d^examiner se réduisent en un 
seul, comme cela doit être, puisqu'alors il n^ a point de différence dans le 
sens du mouvement des deux corps avant le choc. 

Voyons, dans ce cas , ce qui arrivera dans les trois hypothèses générales qu'on 
peut faire sur les grandeurs relatives des masses M et m. 

i^ Supposons que M :=: m , dans caa 



,., _V^M — m) _ V X o _ 
^ M 4- m M±m 



Oy 



c'est-à-dire que le GW't>s choquant sera en repos après le choc -, 
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, aMV _ aMV _ ^ 

ce qui veut dire que le corps choque s'emparera de touteJ[a vitesse du corps 
choquant y et ira dans le même sens que celui-ci^ qui reste en repos. 

2^ Supposons queM > m; alors le corps choquant ne perdra pas toute sa 
vitesse parle choc, et le corps choqué en acquerra une plus grande. Pour donner 
un cas particulier , supposons M =: am , nous aurons 

^ ~ im "^ Z' 

ce qui nous fiiit voir que le corps choquant n'aura plus que le ^ de la vitesse 
qu'il avait avant le choc. 

La vitesse v' du corps choqué lera- 

, 4'wV 4V 

c'est - à - dire les quatre tiei's de celle qu'avait le corps choquant avant le 
choc. 

Ceci semble être un paradoxe, mais il se vérifie comme il suit. 

11 est clair qu'après le choc, la quantité de mouvement doit être la même 
qu'auparavant. Or la vitesse -r- appartient à la. masse m = — ; la quan- 
tité de mouvement provenant de cette vitesse sera donc 

4V , ^ M aVM 

* ^^^ ^_ « , • 

3 '^ î "~ i ' 

V 

et la vitesse ^ appartient à la masse M ; la quantité de*monvcment prove- 

VM" 
nant de celle vitesse sera donc -^ j. 

si nous ajoutons ces deux quantités de mouvement, nous aurons 

aV.M , TM * XVM 

^T" + ~r=^-T^ = Vil,. 

comme avant le choc- 
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3**. Supposons maintenant que M < m ; dans ce cas on aura 

V(m-^M) _ ^^MV^,, 

V — M+m ^ . ~ M4-m' 

ce qui nous fait voir qu^après le choc le corps choquant retourne sur ses 
pas, et le corps choqué se met en mouvement dans le sens que le corps 
choquant est venu le choquer , avec une certaine vitesse. 

Donnons un cas particulier , soit m = 2M , nous aurons 

ce qui nous apprend que le corps choquant retournera sur ses pas avec une 
vitesse égale au j de celle qu^il avait avant le choc , et le corp choqué ira 
dans le sens du mouvement primitif du choquant , avec une vitesse égale aux 
f de celle qu'avait ce dernier avant le choc. 

La masse m = 2M. avec la vitesse -rr- donne une force de mouvement 

4MV . , V 
égale à ---^ ; et la masse M avec la vitesse rétrograde -^ , donne une quan- 
tité de mouvement négative égale à ^ ; en ajoutant ces deux quantités 

de mouvement on aura 

4MV MV _ SMV _ „-, 
3 3 ~ 3 "" 

390. Si les deux corps avaient un certain mouvement dans le même sens, les 
formules (227) et (228) nous feraient connaître les vitesses après le choc. Voyons 
ce qui arrivera dans les trois hypothèses qu'on peut faire sur les grandeurs 
relatives des masses. 

1^ Supposons que m = M; les formules citées nous donneront 

Y = = v , et v' = — -p = V , 

a/» ' aM 

ce qui nous montre qu'après le choc, la vitesse du corps choquant devient celle 
qu'avait le corps choqué , et celle du corps choqué devient celle qu'avait le 
corps choquant; de sorte que^ quand les masses sont égales ^ la vitesse de Tun 
passe dans l'autre et réciproquement. 
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2^ SupposonsH >* m; les formules (^227) el (*ia8) nous font voir que ki vitesse 
\' du corps choquant après le choc ne sera pas nulle, et aura lieu dans le 
même sens qu'auparavant, et celle i^' du corps choque ne sera pas nulle non 
plus, et aura lieu dans le même sens que celle du corps choquant. Supposons, 
par exemple , que M = 2 m; nous aurons 

wr, m\ -|- amV V -^^^v , /jmW — /wt^ 4^ — ^^ 

^ — ^ _— _., etv — j^ __^, 

si les vitesses étaient telles qu'on eût Y = a (;, il s'ensuivrait que , 

V - X+V _ ^1 et t;' - ?^rz21 _ m 
Y— ^ —^ecv— y — 5> 

d'où Ton voit que dans ce cas la vitesse du corps choquant serait après le choc 
les 7 de ce qu'elle était avant, et celle du corps choqué les|. 

3*. Soit M ^m; la formule (227) nous feit voir que V pourra être né- 
gatif. Supposons m = i^M; cette formule nous donriera 



^f _ — VM + 4M2; _ 42;— V 
^ ~ 3M — 3 ' 



et V sera négatif si V > 4v 5 positif si V -< 4^*^ > ^^ enfin nul si 
4v =V. 

Si donc un corps allait en choquer un autre , d'une masse double , 
avec une vitesse quatre fois plus grande , le corps choquant resterait en 
repos. 

L'hypothèse de m = 2M , nous donnera 

3M 3 » 

I 

et dans l'hypothèse oii \=^v^ on aurait 



, 8v-4-7^ qv ^ 3V 



d'oïl il s'ensuivrait que le corps choqué aurait une vitesse triple de celle qu'il 
avait avant le choc , ou les | de celle qu'avait le corps choquant. 

On pourrait facilement étudier de la même manière quelques circonstances 
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partici^iëres des formules (^ag et aSo). Nous nous bornerons k une seub, celle 
des masses égales. Dans cette hypothèse, nous aurons 

V = — -— • ict — V et v' =: —TCP = y. 

D'où Ton voit que dans ce cas les deux mobiles retourneraient sur leurs pas 
après avoir échangé leurs vitesses. 

Ce qui précède sur la dynamique étant plus que suffisant pour ce qui 
concerne la stabilité des édifices , nous n'en dirons pas davantage sur ce 
sujet. 



'J?^ 



SECTION TROISIEME. 
PRINCIPES D'BYDROSTATIQVi:. 



LEÇON I. 

Lois de l'équilibre des liquides contenus dans des vases ouverts par en haut ; phêDoméiie 
de la capilarilé i équilibre des corps ploni^^s ilans un liquide ; de la pesanteur spéci- 
fique des corps en général, et de la stabilité des corps llottnns. 



39t. Nous avons vu ( n. 3i ) que l'on appelait liffuidcsy les corps dont 
les molcculcs n'ont entre elles qn'unc très-fuible adjjércnce, et fluides élastiques , 
ceui dont les molécules tendent sans cesse à s'écarter les unes des autres. Les 
premiers sont si peu susceptibles d'être comprimés, qu'on peut les rci^arder 
romme entièrement imcompressibles sans erreur sensible. Los Auidfs élastiques, 
au contraire, sont d'une très-grande comprtssibilité, qui va néanmoins en 
diminuant, û mesure qu'on les comprime davantage. 

392. Les liquides ou fluides incompressibles jouissent de propriétés précieuses, 
qu'il nous importe beaucoup d 'étudier avec soin. Pour y parvenir, nous les 
supposerons d'une liquidité parfaite; c'est-à-dire que leurs molécules n'ont 
aucune adhérence, et peuvent glisser les unes contre les autres avec une parfaite 
liberté. Cette liypotbèse est si conforme à l'expérience, qu'en l'admettant nous 
ne nous écarterons de la vérité que d'une manière insensible. D'ailleurs nous 
simplifierons beaucoup le raisonnement et le calcul. 

393. Un très-grand nombre de faits prouvent que, les molécules d'un liquide, 
au sein même d'une masse liquide quelconque, sont soumises à l'action de la 
pesanteur tout aussi bien que si cbacune d'elles était dans le vide. Cette vérité 
est si facile à vérifier et même à prévoir, que je ne crois pas nécessaire d'en ex- 
poser les preuves. 

394. Tout liquide enfermé dans un vase AHCD quelconque (fig. 82), nç peut 
être en ivpos dans ce vase, quautanl que ses molécules sont également pressées 
dans tous les sens. 

En cfTel, soit ta molécule a; pour qu'il y ait équilibre dans la niasse entière 
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du liquide, il faut que cette moléculu a soit en repos. Or 1rs molécules îles 
liquides sont dans un état parf;iit de liberté les unes pr rapport aux auties; si 
donc la molécule « éprouvait une pression plus grande dans un sens que dans 
le sens opposé , elle s'échapperait dans le sens de la plus grande pression , et ne 
saurait par conséquent être en repos; il en serait de même pour toute autre 
molécule, et la masse cnlièi-c du liquide serait dans un état d'agitation qui 
serait contraire à l'iiypotlièse de laquelle nous sommes p:irtis. La pression est 
donc la même dans tous 1rs sens |iour chaque molécule , ce qui est confirmé pat_ 
l'observation de la manière la plus incontestable. 

Voici une expérience très-connue, qui est en efïet parfaitement d'accord avec 
le résultat de notre raisonnement. On plonge verticalement dons un vase 
ABCD (fig. 83) plein d'eau , plusieurs tubes a, h , c, d, dont le bout inférieur 
est droit dans le premier, coudé latéralement dans le second , recourbe en haut 
dans le troisième, et obliqué d'une manière quelconque dans le dernier. Avant 
de plonger ces tubes (supposés d'un diamètre un peu grand) , on tient le bout 
supérieur bouché, pour ne l'ouvrir qu'après avoir plongé les tubes dans le 
vase. Avant que les tubes ne soient débouchés par le haut , Veau ne monte 
dans leur intérieur que d'une certaine 'quantité, parce que l'airqui y est enfermé 
s'oppose, comme nous le verrons par la suite, à son ascension; mais aussitôt 
qu'ils sont débouchés , l'eau s'élève dans tous les tubes à la même hauteur que 
la fiice supérieure du liquide enfermé dans le vase. Or, dans le tube a la pres- 
sion se fait évidemment de bas en haut ; dans le tube b latéralement, xlans le 
tube c de haut en bas, et dans le tube d d'une manière oblique ; dans quelque 
direction que se fasse la pression , elle est donc toujours égale, puisque toutes 
CCS pressions produisent le même efi'ct , celui de faire monter le liquide à la 
même hauteur. Ainsi l'expérience confirme la théorie. 

395. Supposons que sur la même verticale EF (fig. 82) , qui traverse la 
masse du liquide de bas en haut, on prenne deux molécules «, i , à des pro- 
fondeurs ditli-rentes ; je dis que les pivssions qae ces molécules épfxun'eront 
seront pivportionnelles h leurs profondeurs. 

Cela est presque évident j car la molécule n ne soutient que le poids des 
molécules comprises dans la hauteur «F, tandis que la molécule b soutient le 
poids de toutes celles qui sont comprises dans la hauteur tF. Mais les molécules 
InBiiiment petites des corps sont égides en dimensions et en poids; d'où il suit 
que le poids des molécules qui pressent le point a est ii celui de celles qui pres- 
sent le point b , comme la hauteur «F est à la hauteur iF. Les pressions sont 
donc dniis le méine rapport que hs profondeurs. 

396. La face supérieure d'un liquide contenu dans un vase entièrement ou- 
vert p(o- ett haut , doit être wi plan lionzontul (fig. 84). 
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El» effet, supposons d'abord le fond du vase horizontal ; sï la face supérieure 
D<^ C n était pas un plan horizontal , il y aurait au moins deux points b el d 
qui ne seraient pas à la même hauteur. Mais alors la colonne de motcculcs qui 
presse le poînl c serait plus élevée que celle qui presse le point a ; le point 
c (n" 396) éprouverait donc une pression plus grande que le point a ; mais 
ces deux moltîculcs pressent chacune avec la ntême intensité dans toua les sens 
(n" 394)» et. celte intensité est égale à la pression verticale que chacune 
d'elles éprouve ; la pression de la molécule c sur la molécule a sera donc plus 
grande que celle de cet te dernière sur la première ; les molécules entre les deux 
et au-delà, à droite et h gauche , seront donc inégalement pressées , el par 
conséquent ne sauraient être en équilibre ainsi que toute la masse liquide , 
ce qui est contre l'hypolhcse. Il faut donc, pour que loute la masse liquide 
soit en repos, que les diOérens points de la face supérieure soient à distances 
égales du fond AIÏ supposé plan et horizontal, c'esl-à-dirc qu'il faut que la 
face 6U|>crieure du liquide soit aussi plane el horizontale, comme il fallait te 
démontrer. 

397. Si le fond du vase au lieu d'être horizontal était incliné comme Vindique 
la droite Af Cfifj. 84^, la face supérieure du liquide n'en serait pas moins 
im plan horizontal DC. 

En effet, les molécules g cl h qui louchent au fond du vase éprouveraient 
sans doute des pressions différentes , puisque tes colonnes de molécules qui 
les pressent sont de hauteurs différentes ; maïs k la même hauteur que 
kl molécule g , s'en trouve une autre î sur la verticale ab , qui éprouve 
par conséquent la même pression , et , agissant latéralement contre la molécule 
g soumise à une pression égale, fera équilibre à cette dernière et réciprorjuc- 
ment. Les molécules situées au-dessus des points i et g seront dans le même 
état. Quant à celles situées entre les points i et A, elles en trouveront tou- 
jours une située sur le fond entre les points h et g , qui recevra la mcine pres- 
sion, ainsi qu'on le voit en considérant la molécule n cl sa correspondante m 
sur le fond i lesquelles sont pressées par les colonnes égales tli , mk. 

398. Par le mcme raisonnement , on démontrerait que la face supérieure du 
liquide enfermé dans un vase ouvert par en haut doit rester horizontale , quelle 
que soit la forme du fond du vase. Toutes ces consé(|ueiiocs sont parfaitement 
confirmées par l'expérience, et même par les observations les plus vulgaires. 

399. Nous avons déjà fait voir ( n" 394)» que si l'on plongeait un 
tube, ouvert par les deux bouts, verticalement dans un vase plein d'un li- 
quide quelconque, en tenant d'abord fermé le bout supérieur par la pression 
du doigt, le liquide ne monte dans le tube qu'à une certaine hauteur, mais qu'en 
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Si P = /> , il en resoltera LS = /», et par conse«|uent 

L : ;:: 5 : s (ïSa), 

c'est-^-dire qu'en général pour que les pressions soient les oiémes , les liquides 
étant toujours bomogèncs , il faut que les hauteurs soient en raison inverse 
aires des fonds des vases. 

404. Si les liauteurs L, l étaient égaies, la proportion (33 1) cleviem 

p : p::s: s (233) 

Ce qui nous apprend que d&ns ce cas , les pressions sont en raisan~ 
des bases. 

405. De ces principes sur la manière dont le fond d'un vase est pressé, on 
peul tirer une conséquence cxlrêmement importante , et dont on lait une ap- 
plication Irès-avantagCusC , pour produire de grandes pressions. Celte consé- 
quence consiste en ce qu'avec une très-petite quantité de liquide on ppul pro- 
(hiire une pression aussi grande qu'on voudra , en donnant au vase une forme 
analogue à celte indiquée par la figure 87 , le fond de ce vase étant mobile par 
rapport aux parois latérales. C'est sur ce principe qu'est fondée cette machine 
connue sous te nom de presse hydrotique , dont on fait un si grand usage 
dans plusieurs espèces de manufactures. On s'en est servi aussi à faire des 
expériences sur la résistance des corps solides. 

40(3. Supposons un vase AIlCD (%. 90) plein d'un liquide quelconque jus- 
qu'à la hauteur ab , que sur sa face supérieure on applique un piston ab qui 
touche partout le liquide , et, par s(;s bords, les parois intérieures du vase sup- 
posées parfaitement polies , et qu'une charge uniforme P vienne presser 
le dessus de ce piston ; je dis que celle charge se communttfticra jusquau fond 
du vase, dont la pression sera augmentée de toute cette charge P. 

En effet, la charge P étant uniforme, toutes les colonnes verticales de li- 
quides supporteront une portion égale de cette charge en outre dé leur propre 
poids. Il nous reste donc à démontrer (jue si , par exemple , la verticale 
ef représente une colonne de liquide infiniment déliée, la pression que reçoit 
ta molécule e , en contact avec la face inférieure du piston, se communique à 
toutes celles qui se trouvent sur cette verticale c/, et par couîscquenl jusque 
sur, le fond. 

Or cela est évident, car la molécule e ayant la liberté d'agir entre les autres 
molécules liqnides, ne pourra rester en repos qu'autant que les molécules au- 
dessous la soutiendront ; mais celle «jui soutiendra la première molécule e ne 
pourra de même rester en' repos que [ïarce qu'une autre, immédiatement au- 
dessous, la soutiendra à son tour, et aiusi de suite jusqu'à la molécule / t 



lolecule / «I^H 
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(oache au fond du vase , et qui se trouve soutenue par ce fond. Il est évident 
en effet , que les pressions latérales ne sauraîenl contribuer en rien à soutenir 
là chsrgfe V ; par conséquent tous les points du fond du vase sont pressés de 
la même manière que h surface supérieure du liquide par le piston, en outre 
de la pression provenant du poids du liquide rnéme. 

/(OT. 11 suit de là que si l'on ménageait un trou dans le piston ab (fig. gi), 
pout- y faire passer un tube ordinaire èm , ouvert par les deux bouts , la pres- 
sion en e étant augmentée en proportion de la charge du pislon ab , fera 
monter le liquide dans le lube em au-dessus du niveau ab du liquide contenu 
dans le vase, d'une quantité (jm telle , que le poids de la colonne de liquide 
dans le tulte qui aurait cette liaulcur, ^m serait égal à U pression que la charge 
du piston communique à loritice e du tube ; car si la pression du pîslon n'exis- 
tnit [ists , celle que le poids seul du liquide communiquerait à l'ouverture ia(é~ 
rieure e du tube em, ferait monter le liquide o la hauteur du niveau ab ; la 
pression par le piston doit nécessairement produire un efïèl qui s'ajoute au pre- 
roiei', et la grandeur de cet eflét doit évidemment être exprimée par le poids 
de la colonne gm au-idessus du niveau ab Au liquide dans la vase, que fait 
monter celte pression dans le tube , au-dessus du niveau ab. 

408. Supposons un vase AHCD (fig. 93), plein d'un liquide quelconque, et 
qu'un solide quelconque abcd y soit entièrement plongé, à la profondeur 
qu'on voudra ; si le solide avait la même densité t/ue le liquide , il se troiu-e- 
rait en é^HÎlibfe avec la pression du liquide enviroiuiaiit. 

En eflèt, le poids du solide étant égal à celui du volume de liquide qu'il 
déplace , ne peut apporter aucun changement dans la pression des molécules 
liquides. Ainsi , la molécule jh, située à la face inférieure ab du solide, agira 
de bas en haut de la même manière , et avec la même force que si l'espace 
occupé par le soUde l'était par du liquide ; il en sera de même pour les mo- 
lécules , telles que r, situées au-dessus du solide abcd. Puisque les moléculet^ 
situées au-dessus et au-de^ous de ce solide sont en équilibre tout aussi bien que 
si le volume de ce solide était occupé par des molécules liquides , iJ faut eu 
conclure que le solide lui-même est en repos , car l'équilibre subsiste nussi 
évidemment dans les pressions des molécules latérales. 

409. Il suit de là clairement que, si le soli^le abcd (fig. 92) avait une plus 
grande pesanteur spécifique que le liquide duns lequel il est plongé, les molé- 
cules telles que m , situées au-dessous du solide , recevraient une pression 
plus grande de haut en bas que celles à la même hauteur, situées à droite 
et à gauche du solide ; ces molécules telles que m, presseraient donc latéra- 
lement avec une plus grande force que celle avec laquelle elles seraient elles- 
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mêmes pressées en sens conliaire ; et n'élunt plus retenues, elles s'écbapp*- 
raient de dessous le corps, en fnisanl remonter les molécules voisines , de ma- 
nière que la masse liquide ne serait en rcjKis que lorsque le solide loucherail 
le fond du vase. 

A10. La force qwi fait ainsi descendre le solide csH^videmment ëgale à la 
diffureuce enlie le poids du solide et celui du liquide, déplacé par le solide, 
puisque quand ces deux poids sout égaux le corps ne descend point. Ainsi, u» 
solide plongé dans un ïuptide , perd de son poids une quantité égale an poids 
du l'olume du liquide qu'il déplace , cest-h-dii-e égale au poids d'un volume de 
liquide àjat au sien comme l'a tron\-é Archinùde. 

hW. Supposons donc que l'on pèse un solide dans l'air, qu'on le pè&e de 
nouveau après l'avoir plonge dans un vase plein d'eau ; dans ce dernier cas > on 
trouvera son poids moindre que dans le premier , d'une qiianlilc précisément 
égale an poids du liquide déplacé par le solide. Soit donc P le poids dans 
l'air, P' le poids après l'immersion ; le poids de l'eau [déplacée sera P — P' -, 
Or nous avons dit ( n" ioo)j que la pesanteur spécifique d'un corps par 
rapport à celle de l'eau , était le quotient du poids de ce corps à celui 
d'un volume d'eau égal au sien, si donc (^ est la pesanteur spcciBquc du corps 
dont le poids est P, nous aurons 



(=34). 



. _ p 
■' - jnlp. 

Tel est le fondement de la méthode qu'on emploie pour dclertnincr la pesan- 
teur spécifique des cor)>s solides; mais elle exi^c des précautions, pour obtenir 
des résultats exacts, dont le détait nous écarterait trop de notre sujet : on te 
trouve dans tous les ouvrages élémentaires de pliysique. D'ailleurs la plupart de 
CCS précautions sont faciles ù imaginer, surlout pour les corps de la nature de 
ceux qu'on emploie dans les constructions. Je me bornerai , en conséquence , a 
faire connaître les résultats auxquels sont parvenus les savans qui se sont occu- 
pés de ce genre de recherches; ou en trouvera la laide à la fin de cet ouvrage. 
Iteprenons l;i tLéorie des corps plongés dans un liquide. 

412. Lorsqu'un corps plongé dans un liquide a une pesanteur spécifique moin- 
dre que celle du liquide qui l'emironne, ce corps monte h la surface supérieure 
aiVC une force éijalc à Vexcès du poids du volume du liquide déplacé sur celui 
du solide, et l'é/juilibre ne s'établît que lorsque le }>oids du volume de liquide 
déplacé par le corps , est égal h celui du solide lui-mé/ne. 

En effet, ayant démontré (n° 409) t|ue lorsque les ileux |)esanlcnrs spécifiques 
sont égales, le solide reste en repos û quelque profondeur qu'on le plat^, il est 
évident que qu.-ind le solide est moins pesant, les molécules liquides placée» ù la 
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face inféiieure ab clanl moins pressées de haut en bas qu'elles ne le sont latéra- 
lenicnt par celles qui ne répondent pas au-dessous du solide , et chaque moltfcule 
liquide agissant »vcc la mèoie inlcnsitc dans tontes les directions, les molécules 
sous le folide doivent être soulevées par celles qui les environnent, et par con- 
séquent elles doivent soulever le solide lui-inèmc, jusqu'à ce que le poids du 
volume de liquide, déplacé par le solide, soit égal à son propre poids. 

413. Supposons donc que c soit le volume du liquide déplacé niiini (fig. gS); 

P le poids du corps flottant , et d la pesanteur spécifique du liquide : le poids 

du volume du liquide déplacé sera fd; nous aurons donc 

p 
vd =: r, d'oii nous tirerons v = y (a35). 

ce qui nous apprend que le volume du liquide déjjlacé sera comme le poids du 
corps flottant, et en raison inverse de la pesanteur spécifique du liquide. 

414. Lorsqu'un vaisseau ou un bateau quelconque flotte sur la mer ou sur 
une rivière, il est exposé à plusieurs accideus qu'il est utile de prévoir , pour 
qu'en le conslruisan ton puisse déterminer la forme qui lui convient le mieux pour 
être à l'abri de ces accidens. Sans avoir l'intention d'entrer à ce sujet dans tous 
les détails qu'il renferme, nous croyons utile de démontrer les principes gcné- 

I raux qui indiquent le but vers lequel il faut tcmlrc. Pour y parvenir nous 
nommerons centre de suspension le centre de gravité du volume du liquide 
déplacé par le coups itoltant , afin de rendre le discours plus facile. 

415. Cela posé, je dis d'abord que pour i/uun corps flottant sur un liquide 
en repos puisse rester en, équilibre autour du centre de suspension, il faut que 
la verticale inenée par le centre de gravité du corps flottant passe par ce centre 
de suspension. 

Cela est presque évident, car si la verticale abaissée du centre de gravité 
G (fig. gS) du corps flottant ne ])assait pas par le centre j de suspension, le 
poids du corps aurait un certain bras de levier par rapport à ce centre 3 de 
suspension, et par conséquent un certain moment par rapport k ce point ^, 
dont l'effet serait évidemment de faire tourner le solide autour de ce centre gdv 
suspension, et par conséquent de communiquer des pressions inégales aux 
molécules liquides en contact avec sa face inférieure, qui réagiraient avec plus 
de force de bas en Iiiiut contre cette face, vers une arcle, Parèle L , par exemple, 
plus que vers l'arête n, et le corps flottant, s'il n'était pas entièrement renversé, 
prendrait une position penchée a' h' c' d' qu'il pourrait conserver ou perdre en 
revenant à sa position primitive. 

416. En supposant que le corps flottant soil dispos? de manière (pie cette 
condition soit remplie, un coup de vent ou un choc quelconque peut lui faire 
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prendre une position telle, que la verlîcale abaisst^e de son centre de gravite 
ne passe plus par le centre de suspension, et alors, si ce centre de gmvité est 
situé en ti (tig. gS) au-dessus du centre de suspension */ , le corps flottant 
est Ires en danger d être renversé , fl le serait inévitablement, si le moment 
de son poids, par rapport au centre de suspension , l'emportait sur la résistance 
trt's-raibic du liquide à cette action. Si le centre de gravité du corps flot- 
tant coïncidait avec le centre de suspension, et si un choc quelconque venait à 
lui faire prendre une position pencbéc a'b'c'd' (fig. 94) il *ïst évident qu'il 
resterait dans celte position, jusqu'à ce qu'un autre force vînt augmenter ou 
diminuer son inclinaison. Si le clioc était violent, lecoips flottant pourrait faire 
une ou plusieurs révolutions autour de son centre de gravité en coïncidence 
avec le centre de suspension. Mais au contraire, si le centre de gravite (fig. gS) 
était situé au-dessous du centre de suspension g, quelque position inclinée 
qu'on donnât au corps flottant, plus la verticale élevée par le ceutre de gravité 
s'éloignerait du centre de suspension , plus la force avec laquelle le corps flottant 
tendrait à reprendre sa position verticale serait grande, et cela d'autant plus que 
son centre de gravité serait placé plus bas par rapport au centre de suspension; 
de sorte qu'un tel corps flottant pourrait résister à tout clioc latéral, dont l'in- 
tensité ne dépasserait pas le produit de son poids multiplié par la distance de son 
centre de gravité au centre de suspension. ^ 

417. Il suit de là que, un vaisseau ou un bateau dont le centre de gra- 
vité serait au-dessus du centre de suspension, ne saurait être mis en usage, 
qu'il en serait à peu près de même pour celui dont le centre de gravité coïn- 
ciderait avec le centre de suspension ; que les seuls qui conviennent sont ceux dans 
lesquels le centre de gravité est place au-dessous du centre de suspension, et 
que les plus convenables, sous le rapport de la stabilité, parmi ces derniers, 
sont ceux cinns lesquels la distance entre les deux centres est la plus grande. 
D'autres considérations, qui ne sont point de mon sujet, viendraient sans doute 
donner une limite k celte distance, au-delà de laquelle il surviendrait desin- 
convéniens plus ou moins graves. C'est l'atTaire du constructeur de vaisseau. 

418. Supposons un liquide sans pesanteur enfermé dans un vase ABCD 
(fig. gC»), et soumis à la prcstlon d'une force P agissant de liant en Las sur un 
piston ni, appuyé immédiatement sur la surface sujicricure du liquide; suppo- 
sons que la paroi verticale DA soit percée d'un Irou gh, d'un diamcirc quel- 
conque, boucbé par un piston gh , retenu extérieurement pr une force Q; je 
dis tjue la pi-ession i/ui s'exercera sur le piston g li , sera exprimée parQ:=^ 

sP 

■^, s étant Caire du piston gb , et S celle du piston ab. 

En effet , sans troubler i'équibbre qui existe entre les pressions des molécules, 
on peut concevoir un tube recourbe gfcdcli, parfailtmcnt calibré, dont la I 
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serait le pisloti tflt , et dont les parois seraient formées par les molécules liquides 
environnantes, rendues immobiles; or, puisque les molécules d'un liquide 
pressent également dans tous les sens (n" 3i)4)i 'I *^st cbirquc la pression éprou- 
vée par le piston /jh, est égale à celle que la force P exerce sur l'orifice cd du 
tube recourbé, lequel orifice a la même superficie que le piston gh: mais la 
pression que reçoit , de la part de la force P , l'oiificc cd est dans le rapi>ort des 
aires des pistons S et ^ ; on aura donc 



. (î36) 



ce qu'il fallait démontrer. 

419. Il suit de là que, «i s égalait Taire de la paroi AD toute entière^ la 
pression Q donnée par l'équation (236), serait la pression totale que recevrait 
cette paroi AD. 

Supposons le vase parallélipipcdique; les aires s, S seront proportionnelles 
à la hauteur Art :=:: h du liquide, et à la largeur AD du fond du vase que 
nous nommerons (ï; en substituant dans la formule (aSfi), il nous 



viendra 



Q = 



• (--Sy) 



pour la pression exercée contre la paroi AD, par la force veilteale P. 

430. En vertu de ce que les molécules liquides pressent dans toutes les di- 
rections avec une intensité parfaitement égale , le tube recourbé gfcdeh (fig. 96) 
qui établit la communication enire la pression escreée par ta force P sur l'orifice 
cd et le piston gh , au lieu d'avoir ses deux branches à angle droit , pourrait les 
avoir obliques comme dans les fig. 97 et gS ; de manière que la branche fghe. 
pourrait être perpendiculaire à une paroi oblique quelconque AD, et l'autre 
fcde verticale, sans empêcher la libre communication des pressions, et l'égalité 
des orifices c/ , (/A ; d'où l'on voit que l'équation (236) est générale, pour 
toutes 1rs parois planes, inclinées ou verticales. On se rappélera que s peut être 
la superficie entière de la paroi. 

421 . La formule (aSG) s'étend au cas d'un vase à piroîs courbes quelconques ; 

car les élémens infiniment petits de ces parois étant pris pour l'unité recevront 

p 
une pression eïprimée par ^ ; et par conséquent la pression totale sera égale 

P . 

à ce facteur commun ^ multiplié par la somme de tous ces élémens ou par Taire 

totale de la paroi courbe, quelle qu'elle soit. 

Le piston ai (fig. 96, 97 et y8), n'est que fictif, lorsque la pression verticale 
P peut se distribuer uniforuiéuicnl sur la face supérieure du liquide sans cet 
intermédiaire. 
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LEÇON II. 



De [a près 



I des liquides cootre les ] 
quelcc 



422. Supposons un vase ABCD (fig.gg), en forme de parallélipipède rectangle; 
entièrement plein d'un liquide quelconque , soumis à In seule action de la pe- 
santeur, les trois dimensions du vase tîtant quelconques ; Je dis que la pression 
ou poussée du liquide contre la paivi verticale AD , sera proportionnelle 
au volume du prisme triangulaire de la même longueur que la paroi , tloat 
la base sera te triangle rectangle isocèle DAE , dont les côtés de l'angle droit 
égaleront la hauteur AD du liquide. 

En effet, d'aboi'd, quel que soit le triangle ADE, si l'on divise la hauleurOA 

en une infinité de parties égales, et que par les poinis de divlslsn rt , c, e, 

on mène les droites flfi , cci, ef,.... parallèles à AB , ces droites seront entre 
elles comme les liautcurs D«, De, De.... ; or, (n° 3g5), les pressions aux poinis 
rt, c, e, sont comme les mêmes Itauletivs Da, De, De..., Ces pressions seront 
donc aussi comme les droites «A, crf , ef'..., c'est-à-dire comme les éiémens 
du triangle DAE. Si donc p,p' , /j", /?"...., sont les pressions aux poinis rt,c, e... 
de la paroi DA , nous aurons 

P '• ^^ '• ', P ' '^^ '. ', P l '^f \ 'm p' 't A.E. 

d'où p + p' + p" + p' : ab + cd -\- ef -{- AE \\ p' ; AE.... (a). 

Mais la somme p -^ p' +/'" + p' est celle des pressions qui ont lieu sur les 
points successifs de la hauteur DA , supposés inËnimcnt voisins les uns des 
autres \ celte somme sera donc la pression totale esercée sur la paroi DA ; de 
plus, les droites ab, cd., ef, AE,sont les éléracns du triangle DAE; lu somme 
t^-\-cd +e/+ AE sera donc l'aire de ce triangle ; si donc nous represenlons par 
P la pression totale, et par S Taire du triangle DAE ^ nous aurons 

J? = p+p- +p" + p'.... et S~ab + cd + ef.... 

en substituant dans la proportion {a) il nous viendra 

P : S :; ;>" : ae (i). 

Mais la pression p* qui a lieu au point A est proportionnelle à la hauteur AD du 
liquide , c'est-à-dire que cette pression peut être repréaénlée par AE = AD que 
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nous nommerons A; nous poucrons donc subslilucr h au lieu Je ;>" et de AE 
dans la proportion (fi), et il nous viendra 

P : S ;■. A : h, iVoh P = S. 

Ainsi, comme nous l'avons énoncé, si te triangle rectangle DAE est isocèle , 
le volume du prisme , de même longueur que la paroi , i/tii aurait ce triangle pour 
base , exprimera la poussée du Ut/uide conli'e la paroi AD ; car ce qui a lieu 
pour une tranche infinimt'nt mince, verticale et perpendiculaire k la paroi, a 
évidemment lieu dans toute la longueur et du prisme et de la paroi. 

423. Les pressions qui s^exercait da/is les hauteurs Dm, De, sont comme les 
car}-és de ces hauteurs. 

En effet, la pression sur Drt est représentée pnr le triangle Dal>, et celle sui- 
De pai' le h'iani;le Dcd ; or ces triangles soiil semblables , ils sont donc entre eux 
(fiéom. pi. n" 1 46) , comme les carrés des hauteurs Da, De ; les pressions dont 
il s'agit sont donc dans ce même rapport; ainsi, p et p' étant ces pressions, 
nous aurons 

P '. p' W (t>«> I (Dc)^ (238). 

424. La pression exercée contre une partie ac quelconque de la paroi AD , est 
proportionnelle a cette hauteur ac , multipliée par la distance Dg du milieu g, 
de cette liauteur ac , au point D de la surface supérieure du liquide. 

En eilet , la pression sur ac est cviiiemment égale à la différence entre la 
pression sur De et celle sur D« ; mais ces pressions sont respectivement égales 
aux triangles Mcd , Dab ; la pression sur ac sera donc exprimée par la diflé- 
rence de ces triangles, c'est-à-dire par le trapèze abdc. Or ce trapèze égale la 
hauteur ac multipliée par la droite gh , menée k égale dislance entre cd et 
ah; de sorle que la pression en question sera esprimce par ne X gh. Mais 
le triangle DAE étant ïsoecle, le triangle Dt/A le sera aussi ; d'où il suit que 
gfc =r Dfl ,■ donc enfin la pression sur ac sera ac'pK,^^, comme il fallait 
le démontrer. 

425. Ce que nous venons de dire étant démontré pour une tranche verti- 
cale inBniment mince perpendiculaire à la paroi, aura lieu dans toute la lon- 
gueur de la paroi ; de sorle que l'expression de la poussée qui a lieu daiw la 
hauteur ac, sera le produit de l'aire de la partie de la paroi dans toule la lon- 
gueur qui reçoit la pression, multipliée par la hauteur </D, qui est, comme on 
voit, la distance du centre de gravité de cette portion de paroi à la surface su- 
périeure du liquide. 

426. Cette proposition ayant lieu , quelle que soit la hauteur oc, aura encore 
lieu quand ac sera la hauteur entière AD de la paroi ; d'où il suit que la 
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pression contre cette paroi est égale h son aire mulUpliée par la distance de s 

centre de gravité a la surface supérieure du Uifuide. 

427. Si rn oulrc de la pesanteur le liquide est soumis à l'aclion d'une pia 
sion yerlicale P, pour avoir la pression contre la paroi, au résultat que r 
venons de donner, il faudra ajouter le second membre de l'équation {iZ6). Aï 
nommons g la distance du centre de gravité de la paroi à la surface supérieurj 
du liquide , et s son aire; la première partie de la pression sera 

gs et la seconde (équation a36) -^ 

la pression totale sera donc 

S' + T = * (» + w) ("'9)- 

428. Remarque. Dans tous les cas où , en outre de la pression du liquide, H 
y a une pression verticale sur la surface supérieure de ce liquide , à la pression 
qui lui est propre , on ajoutera le second membre de l'équation (a3G) , pour avoir 
la pression totale contre une paroi. Nous en avertissons une fois pour toutes. 

429. Il suit du n" ^iÇ> une propriété très-remarquable des liquides soumis 
à la seule action de la pesanteur ; c'est que , la pression que reçoit ta paroi AD 
est indépendante de la largeur Alî du bassin ; de sorte que quelque grande ou 
quelque petite que soit celte largeur AU (fig. 99, 100 et 101) , pourvu qu'elle ne 
soit pas nulle , la pression restera la même contre cette paroi AD. Ainsi cette 
pression ne dépend uniquement que de la hauteur du liquide et de la longueur 
de la paroi : elle augmente comme le carré de la Lauteur (n" 4^3), et comme la 
longueur de celte paroi. 

430. Si l'on avait un vase cubique, le fond recevrait une pression que nous 
prendrons pour l'unité ; si ensuite l'aire de ce fond est l'unité de surface , les pa- 
rois latérales auront la même aire égale à 1 , qui , multipliée par la moitié de 
la hauteur (n" 4^^^)) nous donnera une pression égale à 7. Ainsi les quatre pa- 
rois éprouveront ensemble une pression égale à 4 X t ^ 2; tandis que 1 fond 
en reçoit une égale ^ 1 : en totalité te liquide produit donc une pression trois 
fois plus grande que son poids , pendant qu'un solide ne produirait sur le 
fond du vase qu'une seule pression égale à sa masse. 

431. Supposons maintenant un vase dont les parois opposées soient éfosées 
par en haut , de sorte gue ce vase soit un prisme creux , dont la base est te tra- 
pèze AhCD f/lg. 10-j.J, et demandons-nous la pression qui s'exerce contre la 
paroi inclinée D\, le liquide n'étant soumis ipia Vaction de la pesanteur. 

En eflet, nous avons vu (n" 394) que chaque molécule d'un liquide pressait 
«tans toutes les directions avec une même intensité proportionnelle à la hauteur 
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en contre has de la surface suacrieurc du liquide à laquelle la molécule est 
placée ; si donc nous considi'ions le point b de la paroi AD , ce point sera pressé 
perpendiculairement h la paroi , avec une force proporlionncUe W la vei-licale ba 
élevée par ce point b. 11 en sera de même poui- tous les autres points. Ainsi la 
pression du point D du fond sera proportionnelle à la hauteur tnlale DF du 
liquide. Elevons par le point D la droite DE perpcndicuhiire îi AD , faisons 
cette droile DE éj;aU' à la hauteur DF du liquide; et menons la droite EA : 
je dis que si par le point b nous menons bc perpendiculaire à AD, la longueur 
bc-=ba , comme DE ;^^ DF , ce qui serait facile à démontrer. Par conséquent les 
élémcns du triangle ADE perpendiculaires à la droile AD, seront proporlionncis 
aux pressions qui s'exercent aux points corrcspondans de la paroi AD; l'aire de ce 
triangle AUE sera donc la prcssiion totale que reçoit celle paroi AD. Or ce triangle 
est éfjal il 



Il suit de là f/ue la pression totale (fui s'exerce sur une paroi plane et inclinée 
d'une manière tjuelconqtte , est égale h faire de cette paroi multipliée par la dis- 
tance de son centre de gravité a la surface supérieure du liquide ; car ce qui a 
lieu dans une tranche verticale , intîniment mince, et perpendiculaire à la paroi , 
a lieu dans toute sa longueur. 

Je viens de dire que la paroi AD pouvait èlre inclinée d'une manière quel- 
conque ; et en eflét , si le vase avait la forme indiquée par la fig. i o3 , on pourrait 
y appliquer le même raisonnement, que celui que nous venons de faire sur la 
tig. lO'j, et on démontrerait que la pression que reçoit cette paroi AD (fig. io3) , 
est encore exprimée par le triangle ADE, dont la hauteur AE = AF. 

AS'l. Jusqu'ici nous avons supposé le fond du vase de niveau; mais lotit ce qui 
précède relativement a la pression contre les parois a lieu, quelle que soit rincti- 
naison de ce fond par rapport a l'horizon, poun-n que son intersection avec la 
paroi pressée soit une ligne droite parallèle it la face supérieure du liquide- 
En edet , supposons un vase dont le profil soit AECD (fig. 104), |)lein d'un li- 
quide quelconque ; Téquilihre de ce liquide ne sera pas trouble, si pr la pensée , 
un plan résistant Alt, fesant un angle quelconque BAE avec l'horizon, venait à 
diviser la niasse liquide en deux parties ABE, AltCD; par conséquent la paroi 
AD recevra la même pression qu'auparavant ; mais la résistance du plan A (i per- 
mettrait évitlcmment de supprimer la partie ABE du liquide et même du vase, 
de manière qu'il en résultât le vase ABCD : quelle que soit donc l'inclinaison du 
fond par rapport a l'horizon, la pression sur la paroi AM reste la même, comme 
il fallait le démontrer. 

Il n'est pas besoin de dire qu'en calculant la pression sur la paroi AD, il fau- 
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dra se servir de la hauteur AF, et pour la patvi BC il faudra prendre la hau- 
teur h partir du point B. 

433- Supposons inalntenatit un vAse ABCDEFGH (yÇj. io5) dont la forme 
soit celle iViine pyramide quadraiigulaii-e tronquée, dont la petite base serait le 
fond du vase , et proposons-nous de déterminer la pression qui s''exerce contre une 
paroi BCDE. 

Cette pression, d'après tout ce qui précède, est cvîdemmeEt égale au poids 
du volume d'un polyèdre liquide BCDEIK, dont deux faces BCDE, BCKI sont 
des trapèzes, deux autres faces BIE, CDK sont des triangles, et enfin une cin- 
quième face EDKI est un rectangle perpendiculaire à la paroi BCDE, dont 
la hauteur El est égale à la profondeur af> du liquide; cela a été démontré 
(n" 432) pour le cas où, la paroi étant rectangulaire, le solide dont il s'agit était 
un prisme triangulaire tel queEBLDKl. En divisant la pyramide triangulaire 
LDKC par des plans perpendiculaires à l'arête LC , en tranches infiniment min- 
ces, par un raisonnement analogue à celui du n" iyii^ on démontrerait que la 
pression sur le triangle DLCeste^tprimée par lepoidsd'nn volume de liquide égal 
àceluidc la pyramide DLCK. Il suffira donc d'avoir l'expression du volume du 
solide BCDEIK , pour avoir celle de la poussée du liquide contre la paroi BCDE. 

Or , si par l'arèle DIv et le sommet B nous menons un plan DKB , nous aurons 
partagé ce polyèdre en deux pyramides; l'une qui aura pour base le rectangle 
EIKD, et son sommet au point B, et l'autre triangulaire, dont la base sera le 
triangle DKC, et son sommet au même point B que la première : la somme de 
ces deux pyramides sera donc le volume cherclié. 

Celle dont la base est le rectangle EIKD, aura pour hauteur celle hd de la 
paroi BCDE , puisque les deux plans EIKD, EDCB sont perpendiculaires, et l'autre 
pyramide aura pour base le triangle BDG, et pour hauteur celle de l'eau con- 
tenue dans te vase. Nommons a ta grande base ^C,& celle ED de la [>aroi , el U 
la hauteur hd de cette même paroi, et enfin h la hauteur du liquide. 

Le volume de la pyramide BEIKD sera égal à — r- , et celui de l'autre pyra- 
mide BDKC sera — — X ïï ^= —-^ \ le volume du solide entier ou l'exurcs- 
a i ' 

sion de la poussée qu'épiiouve la paroi sera donc 



AH (afe+zj) 



■ (M«)- 



434. Cela posé, soilGIecentredcgravilédu trapèze BCDE; si par ce point nous 
menons un plan perpendiculaire à l'arètc BC (fig. io5),ce plan rencontrera 
la face supérieure ABCIl du liquide suivant la droite de; par le centre de gra- 
vité G du trapèxe, et par le point h , élevons les droites Gt; , ba perpendicu- 



PIUNOPES D HYDROSTATIQDE. 1 I 

laircs à la droite d e; nous aurons les triangles semblables (iG(/ , dba, qui nous 



donneront db * dG '.', tib \ Gg^= 

mais (n" ■ ii ) 

par conséquent 

% = SH X ■ 



H ' 



CB-I-DE 



3H ■ 



■ 3 ^ a+b" 



.(a). 



D'ailleurs BCDE ^ - (a + i) ; 

multiplions celte équation pnr (a), il nous viendra 

G^ X ItCDE -- 



AH (zh - 
6 



Si nous comjiarons cette rquation à l'équation (240) nous en conclurons 
P = GffXBGDE (241) 

C'est-à-dire que la pression sur la paroi BCDE est égale an poids d'un prisme 
liquide de même base que cette parei, et d'une Imuleur Gg égale à la distance du 
centi-e de gravité G de cette paroi a la face supérieure A.BCH du liquide, 

435. S'il s'agissait d'un vase en forme de pyramide tronquée quadrangulaire 
(fig. 106) donl le fond AllCU serait la grande base de ce tronc, il est évident, 
d'après ce qui a été démonli é au n" 433 que la pression sur une paroi BCDE sera 
le poids d'un polyèdre liCDEIK, qui nediiférera de celui qui exprime la pression 
de la paroi BCDE de la fig. io5, qu'en ce que la face rectangulaire BCKI 
(dont la liautenr Bl est la proFondeur de l'eau) est formée sur le grand ciHé 
BC (fig. 106) de la paroi, tandis que dans la fig. io5 la face reclangulaire 
correspondante est formée sur le petit côté ED de la paroi. En décomposant ce 
solide de la même manière que dans la fig. io5, on trouvera que son volume, 
ou la pression P de la paroi , est 

__ AH (a«+&) . 
r — g , 

et par le mcinc raisonnement qu'au n" 434) ^^ arrivera enfin à conclure que 
la pression demandée est égale au poids d'un prisme liquide qui aurait la paroi 
pour btise, et pour hauteur la distance du centre de gravité de celte paroi a la 
face supérieure du liquide. 

436. D'après ce qui vient d'être démontré sur la pression qu'un liquide en 
repos dans un vase exerce conUe chaque paroi , nous pouvons conclure, par 
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analogie, que, quelles que soient et la forme et VincUnaisoti d'une patm plane par 
rapport a la face supérieure du liquide ^ la pression sera égale h l'aire de cette pai-oi 
multipliée par la distance de sim centre degraviléii la face supérieure du liquide, 
non seulement pour la paroi toute entière, mais encore pour une portion quel- 
conque de celte paroi. 

437. Supposons maintenant un vase cylindrique droit (fig. 107), la pression 
qui aura lieu sur chaque clément, de la paroi, parallèle aux génératrices delà 
surface, sera évidemment égale à l'aire de cet élément multipliée par la distance 
de son centre de gravité à la fîice supérieure du liquide , car cet élément étant 
infînimcnt étroit, peut être regardé comme une paroi plane. Or, tous les élé- 
mens delà paroi sont égaux entre eux, et sont semblablcnient disposés par rap- 
port au liquide; ils recevront donc tous la même pression, el leurs centres de 
gravité sont (eus à la même distance de la face supérieure du liquide; d'oi» Ton 
voit facilement que la pression totale de la pawï cylindrique sera égale h l'aire 
de cette surface cylindrique multipliée par la distance de son centre de grarité 
il la face supérieure du liquide. ' 

Ainsi soit r le rayon EC de la base du cylindre ; sa circonférence sera 2pr, et 
son aire "iprli^ h étant la liauteur AB du liquide. La distance du centre de gra- 
vite de celte paroi à la face supérieure AD du liquide est - ; la pression sera 

donc P = ^pih X - ^ prh^... (i^-i). 



-138. Pour une portion verticale de la paroi qui répondrait à une arc d'un 
nombre quelconque de degrés , nous aurions évidemment 



nprlC 



■ (243). 



n étant ce nombre de degrés. 

-139. S'il s'agissait d'un vase en forme de cône tronqué (fig. 108), dont le 
fond serait la petite base, on pourrait regarder la paroi comme composée d'une 
intiuilé de lra|)€zcs înliniment petits; la pression sur chacun de ces élémens 
serait (n" 434) ^^'^ ^■''^ multipliée par la distance de son centre de gravité à 
la face supérieure du liquide, or, tous ces élémens se trouvent placés de la même 
manière par rapport au liquide^ et sont parfaitement égaux; leurs centres de 
gravité sont à la même distance par rapport à la face supérieure du liquide; la 
pression totale sera donc égale à cette distance commune par la superficie du 
cône tronqut?. 

Le centre de gravité de la surface d'un tronc de cône est le même ( n" i(»9 ) 
que celui du trapèze ABCD mené par l'axe EF ; soient donc R el r les rayons des 



i 
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Iiascs , k la hauteur EF du liquide, et G le centre de gravite du trapèze ABCD; 
d'après le n'' i 1 1 nous aurons 



EG : 



S ar-(-H 



•w- 



L'aire d'un tronc de cône (Geo»i. a trois dini. n" iC6 ) est égale à la demi- 
somme des circonférences des deux bases multipliée par la longueur de la géné- 
ratrice ; c'est-à-dire que sï g est cette généralrice , l'aire de la paroi du vase sera 

. /'gCR + o 



aire paro) : 



(j). 



En multipliant les écjuations («) et (i) , nous aurons donc 



pression 



■ (•'44)- 



440. Si le vase conique tronqué avait la grande hase pour fond (fig.io9),G 
étant le centre de gravité du trapèze par l'axe ABCD ; la distance EG de ce centre 
par rappart ù la pclitc base, serait 



EG = çX 



H- 



dal 



. (=45). 



quant ii l'aire de la paroi, elle serait encore ■ " '" ' '' ; par conséquent , 

phs CR 4- r) , , aU + r phs faR-l-'l 
ce cas, la pression = ., 3 X _X- — ^ (j - 

En général , quelle que soit la surface intérieure du vcsc , la pression qu'elle 
reçoit est égale à son aire multipliée par la distance de son centre de gravité à la 
face supérieure du liquide. 

Ayant déterminé la pression qu'un liquide exerce sur une paroi pour les vases 
ou bassins d'une forme quelconque, il nous reste à déterminer le point d'appli- 
cation d'une force égale à cette pression qui produirait le même effet, étant 
appliquée perpendiculairement à celte paroi. 

441 • Supposons qu'il s'agisse d'abord d'une paroi plane et rectangulaire , Al) 
(fig. 103 et io3), inclinée d'une manière quelconque par rapport à l'horizon. 

Puisque (n" 4^' ) '* pression sur cette paroi est proportionnelle au volume 
du prisme dont la base est le uiangle ADE ; il est clair que si l'on projèle le 
ceiiire de gravité G sur le côte AD , la projection g de ce centre sera le point 
d'application demande. Ce point d'application g de la pression résultante est 
donc tel que , pour la fig. 1 03 , on aura : 



\g =-^ ^ cl Dfl : 



AD 
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hkl. Le moment de celte pression par rapport à l'arrèle A (fig 



ioa),sera 



(AD)' X (DF)' 



si le liquide clait pressé par une force verticale P, comme dans la 
la pression sur la paroi AD ( lig. 1 02 ) serait égale à — 7-5 — 



et comme celte 



pression est unlfoime, son] moment par rapport à Tarète A serait 



Le moment de 1 
c'est-à-dire que 



P (AP) 
2AB 

pression totale sera donc le moment («} plus ce dernier, 



(AD)* x{DF)' 
10m. près. tôt. ■=■ ' — -^ — ^ , 

Mais la somme des deux pressions est 
AD (DP)' , AD X P . 



P(AD)- 
aAB 



_ (AD)' |;AB.(DF}'+3P] 
(JAB 



..(v46) 



AD.[AB.(DFj'-l-4P] 
4AB ' 



i donc g est la distance du centre d'action de ces deux pressions , on aura 



AD [AR (DF)'+4P 



_ (ADl' [AB. fDF)'-t- 3P1 
~ 6AB 



et par constîijuent 



a AD'[AB(T)F)' + 3P] 



,..(34fi); 



lAB (DF)'-|-4P] 

telle serait la distance du point d'application tVune force perpendiculaire U la 
paroi, qui fuirait équilibre à la somme des deux pressions. 

En raisonnant de la même manière pour les autres cas, on arriverait à la 
détermination du point d'application de la résultante de la somme des pressions 
provenant du poids du liquide et de la force verticale P qui presse la surface su- 
périeure de ce <Iernicr ; mais comme il est très-rare que la pression contre la paroi 
provenant de celte force P ne soît pas contre-balancée par une autre égale et 
contraire, dorénavant nous n'en tiendrons point compte afin d'abréger et de 
ne pas nous éloigner de notre but principal. 

443. Si par le point g (lig. 102) on menait une horizontale dans le plan de 
la paroi , en liiant les extrémités de cette droite (rendue rigide) de manière à 
ce qu'elle eût seulement le pouvoir de tourner sur elle-même , la paroi qui ne 
serait maintenue contre la pression du liquide que par cet axe, se trouverait évi- 
demment en équilibre autour de cet axe mené par le point g, tant que le li- 
quide conserverait son niveau. Maïs si le niveau venait à Iwisser, la pression 
diminuerait dans un plus grand rapport dans la partie au-dessus que dans la 
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partie au-dessous de cet axe, et l'équilibre serait rompu; la paroi céderait à 
la pression vers le fond, et s'ouvrirait par en bas. Si au contraire le niveau 
s'élevait, la pression au-dessus de Taxe l'emporterait sur celle au-dessous, et 
la paroi s'ouvrirait en tournant en sens contraire de la première fois. Une 
vanne ainsi construite pourrait donc servir, au moins comme indicateur, à 
maintenir un bassin constamment au même niveau. 

444. Dans le cas oii la forme de la paroi est un trapèze nCDE(fig, io5), 
pour avoir le point d'application de la résullante de la pression du liquide, il 
faudra chercher la projection du centre de gravité du solide BCDEIK , sur le plan 
BCDE. Pour cela , on se rappèlera (n" 4^'-\) , que ce solide se compose de deux 
pyramides^ l'une quadrangulaire et l'autre triangulaire. La première a sa base 
sur le plan DEIK que nous prendrons pour celui des moniens; la distance 
de son centre de gravité par rapport à ce plan sera donc le j- de sa 

luateur ( n" i47)i c'est-à-dire égale à -7 , H étant égale à irf. Mais 

(n" 433) le volume de la pyramide BDEIK est -^ ; nous aurons donc 

mom. pyram. BULIK =: j X ^- =^ («)■ 

La pyramide triangulaire BDKG a deux de ses sommets (D, K) dans le plan 
des momens DEIK ; et ses deux autres (B , C) sur Tarète BC , qui est, [>ar 
rapport au plan DËIK , à une di^jlaiicc égale ù H^bd; la distance de son centre 

de gravité par rapport à ce plan sera donc ( n" i5o ) -j- = — ; mais 
le volume de la pyramide BDKG (n" 433) est -^, nous aurons donc 

nrit-r' ^ n/iH a/i]V ... 

mom. pyram. IIUKC =: — X —7^ =^ («)• 

Si nous nommons g la distance du centre de gravité du solide BCDEIK , par 

rapport au plan DElKj en multipliant par celte lettre le second nombre de 

... ,. , , , ^!,H(rtl> + n) 

1 équation (_î4*'J ) nous aurons tt potu- le moment de ce solide; or 

ce moment doit évidemment égaler la somme des momens (a) et (i) , nous aurons 

. ehH (ai-^a) hhW , ahW hH' (a-i-b) 

donc * .. ■ — + — 

o IJ 12 12 

ce qui se réduit a g [20 + a) = — i — , 
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Ti'lle sera l'expression de la distance du point d'appliralion de la résultante 
de la pression, par rapport à l'arête DE qui est situpe au fond du vase. 
La distance de ce point à l'arête supérieure BC sera par consccjuent 
/,1>U + aaH — aH — H& _ H (3& -f-a) 



• (=49), 



n C^S-^«) li^b+a) a (ai + a)" 

445, En changeant b en a cl a en b dans ces deux formules > on aurait 

_ HÇ. + i) HC3.+/0 

pour les distances du point d'appllcalion de la résultante de la pression, à 
l'arête supérieure DE (fig. loG) et à l'arête inférieure liC, pour le cas du 
vase du n" 4^5» f^ représentant toujours la f;rande arête DC et b la petite DE. 



De l'équilibre entre des liquides de densités diffeVentes ; de l'équilibre des fluides 
élastiques , et des effets tnécaoîques de l'air atmosphérique. 

A46. Supposons deux vases ou tubes IIABC , DEFG (fig. iio), de forn 
et de dimensions quelconques, réunis par un tube de communication HGDC ; 
si dans ce dernier on suppose un diaphragme ou piston mobile nb ; que ce piston 
soit fixe pour un moment, et qu'on remplisse l'espace niC BAH d'un liquide , 
de l'eau par exemple, jusqu'à une certaine bautcur AU , et l'espace «ADEFG 
d'un autre liquide, du mercure si l'on veut, jusqu'à la bauteur mn ; 
si ensuite te piston ab est mis en liberté , les Jeux colonnes de liquide ne se- 
ront en équilibre que lorsque les hauteurs de , eo de ces colonnes , li partir 
du HÙ'caii du centre de gravité du pistou a!) , seront réciproquement propor- 
tionnelles aux pesaïUeurs spécifiques de ces deux liquides. 

En effet, soit S l'aire du piston ab , la pression qu'il éprouvera tie la 
part de la colonne d'eau (n" 4^6) , sera égale à sa superficie S mullipHce 
par la hauteur </c , (comprise entre le niveau du centre de gravité g du 
piston nb et le niveau supérieur AB de l'eau) , et par la densité de ce liquide, 
quel que soit le diamètre AB du tuyau ilABC : si donc ft est la hauteur rfc, 
et d la densité de l'eau , la force avec laquelle ce dernier liquide poussera le 
piston de gauche à droite sera S/ttl (a). 

De même, soit h' la hauteur eo du niveau du centre de gravité ij du piston 
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an nivcnu supérieur iim du mercure, et d' la densité de ce dernier ; la force 
avec laquelle ce liquide [wussera le pislon de droite à gauche, sera Sh' d' ; dans 
le cas d'équilibre cette force doit éL;alcr la première (a) qui lui est dïreclemeiU 
contraire ; nous aurons donc 

Shd^Sh'd' ou kd = h'd', 
ce qui revient à l^ '. h' \\ d' ',', d.... (aSo) , 

comme il fallait le démontrer. 

447. Si les deux liquides étaient de même densité, on aurait rf' ^d, et par 
conséquent d après la proportion (î5o)ft' ^ h. 

Il suit de là que dans un tube recourbé d'une manière ffiielconque , ce tube 
ayant d'ailleurs une forme quelconque , la communication entre les deux bran- 
ches étant non-inferrompue , un même liquide introduit par une branche re- 
montera dans Vautre, de manière qu'aussitôt féquilibre établi ^ le liquide sera 
au même nii'eau dans les deux branches. 



Équilibre des iluides cl>istiqui.>s eiirernie'sd a kis des v 



-148. Les fluides élastiques diffèrent des liquides en ce qu'ils sont très-com- 
pressibles , pendant que les liquides le sont si peu qu'on peut les regarder 
comme cnlicrement incompressibles sans erreur sensible. Les fluides compressi- 
bles sont éminemment élastiques; c'est-à-dire que de quelque quantité qu'on 
les comprime, aussitôt qu'ils sont livrés à eux-mêmes, ils reprennent le vo- 
lume qu'ils avaient avant la compression. Du reste ils sont pesans, et leurs mo- 
lécules sont dans un état parfait de liberté les unes à l'égard des autres. L'air 
atmosphérique et la vapeur d'eau sont les deux fluides élastiques dont les cfTets 
mécanique! sont les plus imporlans , aussi ce sont ceux que nous aurons le plus 
particulièrement en vue, mais les principes suivans appartiennent en général 
à tous les fluides élastiques. 

449. Supposons que le vase ABCD (Eg. iii) soit plein d'un fluide élas- 
tique , qui ne puisse point s'« chappcr par l'ouverture supérieure ; je dis que, 
dans le cas d'équilibre, quelle que soit la pression qu^il éprouve de haut en bas , 
chacune de ses molécules se livwera également pressée dans toutes les diivctions. 

Ceci se démontrerait comme dans le cas d'un liquide (n" 39^) , à cause de la 
liberté entière qu'ont les molécules d'agir dans tous les sens. 

450. Supposons un vase ABCD (fig iii) plein d'un fluide élastique, dont 
le ressort serait en équilibre avec la pression de l'air atmosphérique ; dans ce 
cas, si nous considérons une colonne EF de molécules, nous conclurons qu'il y 
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aura un plus grand rapprochement entre les molécules voisines du point 
qu'entre celles voisines du point F ; car celles près du point E sont compri- 
mées par le poids de toutes les autres , et à mesure que la molécule que l'on 
considère s'approche du point F, elle se trouve de moins on moins comprimée : 
à partir du point F les compressions des inolécutes vont donc en croissant 
en progression par différences égales, dont le [nemicr terme est le poids d'une 
molécule , la raison ce même poids, et !e dernier terme la pression de la der- 
nière molécule située au point E. Les rapprochemens des molécules suivent par 
conséquent la même loi (n" 385), et par suite les ressorts de ces molécules, cl la 
densité de la colonne EF. 

Si donc nous voulions le poids d'une colonne EF , il faudrait diviser la 
hauteur de cette colonne en une infinité de parties égales , et les densités des 
tranches horizontales de molécules , iraient m augmentant , suivant la progres- 
sion des nombres naturels 1,2, 3, 4j 5... jusqu'îi h, en prenant pour 

unité ta densité des molécules comprises dans la première tranche à partir du 
point F , et en nommant h la hauteur EF de la colonne. 

Or , cette somme a pour limite (note pag. 5o) — : ainsi le poids d'une colonne 

de molécules de ûuide élastique sera proportionnel au carré de la hauteur de 
cette colonne. Pour avoir le poids de celte colonne , il faudra multiplier 

— par la densité d du fluide de la première tranche à partir du point F et 



fipri- I 



nous aurons 



poids d'une colonne := — ...(aSi). 



Mais le nombre des colonnes qui viennent presser le fond du vase est propor- 
tionnel à la superficie de ce fond ; si donc nous nommons S cette superficie , 



nous aurons 



5sion du fond =r 



. (252). 



451, Si la surface supérieure du iluide est pressée par une force P (fi;;. 90), 
il est clair que la pression du fond sera augmentée de toute celle force P , si 
celte dernière agit sur la surface d'un piston de morne superficie que le 
fond ; et si l'aire du piston n'était pas égale à celle du fond , ccUc augmentation 
serait le quatrième terme de la projwrtion 

S' : s :: p : ~ c«), 

S' étant l'aire du piston ; dans ce cas on aura donc 



. „ . Sh'd , PS 
pression du lond = \- -^ ■■ 



.s{'^ + " 



>),..(.53;. 
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452. PropOsons-no'i'i maintenant de détcrnùner In pression exercée contre une 
paroi plane et verticale par un fluide élastique enfermé dans un vase , Itl Uh~ 
sion de ce fluide étant en équilibre avec l'air atmosphéricpte. 

Observons , pour celii , que chaque moleL-ule presse dans toutes les dirpcllons 
avec une force égale à la compression verticale quelle reçoit, c'est-à-dire au 
poitls de la colonne à laquelle celle rfiolécule sert de base ; or (n" 45o) ce poids 
est en raison des carrés des hauteurs ; si donc nous considérons les molécules 
BÏtuées les unes à la suite des autres, sur une même verticale, et îi des pro- 
fondeurs rcspccli veinent représentées par i , 2 , 3, 4» ^J > '*Îî lenre pous- 
sées successives perpendiculaires à la paroi, d'apri!s la formule (a5i), seront 
respectivement 

d 4^ 97 i6d ibd h*d 



la somme de toutes ces pressions sera donc la poussée totale exercée contre la 
paroi par une tranche verticale de fluide infiniment mince ; nous aurons 
donc pour cette somme 

pression d'une tranche vert. =::- {' -\- 4 ~'r 9 -\- ^5 A^) 

, A' 

mais (note de la page 5o) la limite de la parenthèse est -~ ; la pression de la 

tranche sera donc éprale à P = -^ fa), 

si donc a est la longeur de la paroi, nous aurons 

pression totale =^ — ^ (353). 



453, Supposons que DF = EF (ilg. i 1 1) , et qu'on ait décrit une branche 
DE de parabole dont le sommet serait le point D, et l'axe la droite DC; 
d'après le n" 796 de la Géométrie plane, l'aire de la figure ADE sera le ^ du 
rectangle DFEA , lequel rectangle est ici un carré dont le côté est h ^=: EF ; 

A' 



nous aurons donc 



aire ADE = 



Si nous multiplions cette aire par la longueur a de la paroi > nous aurions 
le volume d'un cylindre dont la base serait la figure parabolique ADE, et la 
hauteur ta longeur a de la paroi ; ce volume serait doue 

,ol. cy. ADE = '-, 
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et si nous multiplions ce volume par la densité d tlu flnitle élastique nous au- 
roins le poids de ce cylindre^ qui serait 



poids cy. ADE : 



adh^ 



Si eiiiin nous multiplie 



ît nous viendrait 



poids cy. ADE X 



(j * 



Or, le second membre de celte éipiatïon est le mêiTie que celui de la for- 
mule (253) ; il faut donc conclure de là que 



pression totale sur la'|wroi AD =^ poids cy, parabolique X -,....(254), 

-tj'l. S'il s'af;issait d'une piroi inclinée BC (fig. 1 1 3 et 1 13), nous arriverions 
à la détermination de la pression que reçoit cette paroi , en décrivant la branche 
de parabole EtG, comme s'il était question de la paroi verticale IîG,et en se rap- 
pelant ensuite que les molécules d'un fluide élastique pressent avec la même 
intensité dans toutes les directions; d'où on verra que la molécule b , dont la 
pression sur la paroi verticale ItG est l'abscisse i/ de la parabole EftG, pfesse 
avec la même intensité le point c de la paroi inclinée BG , perpendiculairement 
à cette jKiroi. Si donc on fuit la droite cd , perpendiculaire fi la paroi DG , égale à 
bf, cette droite cd exprimera la poussée sur le point c ; de même en faisant 
ik =^ ghy la longueur l'A- exprimera la poussée sur le point i. En conti- 
nuant de ia même manière , on déterminerait les ordonnées d'une courbe Ckdc 
qui serait une branche de parabole dont la plus grande ordonnée serait la hau- 
teur DC de la paroi inclinée, et la plus grande abscisse lîe égale à la hau- 
teur BG du fluide; le sommet de celle courbe serait le point G , et la droite 
lîC sera tangente à celte courbe en ce sommet. 

D'après cela il est facile de comprendre que la pression totale qu'éprouve 
la paroi inclinée est le poids d'un cylindre de même densité que le fluide 
(dont la base serait te triangle mixte GBe , et la hauteur la longcur de la puroi), 
multiplié psir la moitié de la hauteur BG ouCG du liquide (n" 453). Or, soit H la 

hauteur BG de la paroi ; l'aire du triangle mixte GBe sera -77- , !e volume du 
cyUndre — ;t- , son poids — r— , cl consequemment la pression totale ; 



nr/Wi' 



pression totale sur la paroi BC ;= — ^ — , 



■ C'54)- 
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D'apiès les principes qui préccdctit, et par analogie h ce q<ie pous avons dc- 
nontisnrles pressions des liquides, nous pourrions faci!cnicnl compléter ce 
qui est relatif à celle iIcs fluides élostlques ; mais comme re sujet, très-im- 
portant pour beaucoup de machines , ne l'est que Irès-peu pour les arclné 
tectcs, et qne nous avons besoin d'abréger le plus possible, parce que notre 
propre sujel renferme beaucoup de détails cpi'il ne nous est pas permis de 
laisser sous silence, nous terminerons ce qui concerne les fluides élastiques par 
quelques considérations sur les effets mécaniques de l'air atmosphérique. 

ElTcts mécaniques de l'air atmosiiliérique. 

455. Les physiciens ont constaté par des expériences qui ne laissent aucun 
doute , que l'air atmosphérique qui nous environne de toutes parts est un fluide 
très-élastique, et qui est soumis comme tous les autres corps aux lois de la pe- 
santeur et de l'inertie. 

456. Il suit de là que l'air presse dans toutes les directions et avec la 
même intensité les surfaces des corps avec lestjuels il est en contact. 

Ces pressions étant égales et directement opposées se détruisent , et n'ont 
d'autre effet sur les corps que celui de comprimer leurs molécules et tendre k 
les rapprocher de leur centre. 

457. Supposons un vase ABCD (fig. 90) plein d'eau j-l'air pèsera sur la 
surface supérieure ab , de manière que si les parois latérales n'étaient pas 
pressées en même temps du dehors au dedans avec la même inlensllc , la pression 
contre ces parois serait augmentée de tout le p tids de la colonne d'air qui au- 
rait pour base la surface supérieure du liquide , et pour hauteur la distance 
de la surface du globe terrestre à la limite de notre atmosphère; mais comme 
cette pression est partout la même, les choses restent dans le même état que 
si l'air était sans pesanteur. 

458. Si dans un vase ABCD (hg. 91 ) on plonge verticalement un tube 
fe ouvert pcr les deux bouts, la pression de l'air dans le tube sera la même qu'à 
l'extérieur*, aussi l'eau dans ce tube montera au même niveau que l'eau exté- 
rieure ; mais si le tube est fermé par en haut , et qu'avant de le plonger dans le 
liquide on l'ait purgé d'air, comme a\oTs l'air extérieur ne pourra produire 
de pression dans le tube , il s'en suivrait que la pression de ce fluide sur la sur- 
face du liquide ne sera pas la même pour toutes les molécules, et celles com- 
prises ilans le lubc n'étant soumises qu'à l'action de la pesanteur , seront soule- 
vées par les molécules environnantes qui s'échapperont dans le lube par l'orifice 



1 
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inférieur^ et le liquide s'élèvera dans ce tube au-^dessus du nis^eau ab du vase y a 
une hauteur qui sera en raison invei^se de la pesanteur spécifique du liquide, 
le tube étant d'une hauteur gf indéfinie au-dessus du niveau ab , et^ répétons-» 
]e > parfaitement purgé d'air. En effet , si^ le liquide dans le vase est de Feau 5 
le niveau dans le tube s'élèvera à environ 32 pieds ou 16°^ ^^o, et s'il est du 
mercure, il ne s'élèvera qu'à environ 28 pouces ou 0,76. Nous devrons donc 
avoir 

3^ pieds ou 384 pouces l 28 pouces \l d l 1 , 
en prenant pour unité la pesanteur spécifique de l'eau , de là nous tirerons 

d = — ^ = i3,7 environ: 

d'oii l'on voit que la pesanteur spécifique du mercure serait environ i3,7 fois 
celle de l'eau : c'est en effet à peu près ce qu'on a trouvé par des expériences 
directes ( n® 4^ i )• 

Cet effet mécanique de l'air atmosphérique de faire monter les liquides dans 
des tubes vides d'air , fermés par en haut , et plongés verticalement dans un 
bassin par le bout ouvert , est le fondement de toutes les espèces de pompes as- 
pirantes. En effet ^ ces sortes de machines n'ont pour objet que de former et 
d'entretenir le vide à l'extrémité supérieure d'un tube dont la hauteur verticale 
est un peu moindre que celle à laquelle la pression de l'air peut faire monter le 
liquide dans ce tube ; l'eau , étant arrivée à cette hauteur , déverse dans un bas- 
an qu'on dispose k cet efiet , un peu au-dessus de l'endroit 011 l'on produit le 
vide , dans lequel le piston fait monter] le liquide. Nous traiterons des pompes 
plus- tard. Pour le moment il ne doit être question que des principes de 
mécanique. 



SECTION QUATRIÈME. 
PRINCIPES D'HYDRODYNAMIQUE. 



De la manière dont k-s inole'culcs des li(|ui(les incoinpressibleB se coinpoiteiit dans Ici 
vases fjui les coniicnnent , pciidaut qu'ils sortent par des orifices perces dans le fond ou 
dans les parois des rnses. 

/i59. Nous avons vu (n" 32) que l'Iiydrodynomiquc avait pour objrt les lois 
(lu mouvement des liquides. Quoique les principes de cette brandie de la iiié- 
rauique générale n'aient presque aucun rapport à la stabilité des cdifires pro- 
prement dits, nous allons nt-antnoins nous en occupci-, parce qu'ils sont, dans 
beaucoup d'autres circonstances, très utiles aux arcliilecles('). 

4(50. Demandons-nous , d'abord, de quelle manière les molécules du liquide 
se comportent dans le vase, lorsqu'il s'écoule par un tiis-pctit oriftcc percé 
dans le fond. 

Supposons, pour fixer les idées, un vase cubique dont la section verticale soit 
le carré ABCD (Rg. 1 14)1 cl dont les parois et le fond soient parfaitement polis 
intérieurement. Remplissons- le d'un liquide quelconque, de l'eau, par exemple; 
conecvons-en la masse parfaitement en équilibre, et divisée, dans sa hauteur, en 
tranches hori/.ontatcs d'une épaisseur égale h celle d'une molécule, y compris 
l'écarteraent qui existe entre deux. 

Avant d'aller plus loin, démontrons que l'existence de ces tranches horizon- 
tales n'a rien qui soit contraire à la nature des liquides , et que par conséquent 
elle peut et doit même être admise. 

En effet, l'cgalitc des pressions nous force même à supposer que, si par une 
molécule quelconque on mcue un plan horizontal, ce plan contiendra autant 
de molécules que sa supcrticie le permettra , car toutes ces molécules, se trou- 
vant à ta même profondeur, seront soumises h la même pression , et comme 
cette pression , c'gale pour toutes, les sollicite également 'a se mouvoir dans 
toutes les directions, par la réaction des parois du vase qui résistent elles se 



(*) La théorie (jiii va suivre est rutitrcincut neuve , et difltre essenliellemcnt de celle 
,uiïiejusr|u'à présent. Elle ai'ti; souuiise ù l'Acadëinic des sciences, le i3 mai i833. 
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liendi'ont niiiLuellemcnt en rrpos. Il arriverait la même chose dans le plan lio- 
l'izontal meuc pur une autre molécule quelconque. Si , au contraire, ou suppo- 
sait qu'il fût possible de trouver une molécule telle que le plan lioïizontal qui 
passerait par celle molécule n'en contint pas d'autres, il est clair que cille 
molécule recelant une pression qui la sollicite h se mouvoir dans toutes les 
directions, el comme aucune pression horizontale ne pourrait la tenir en repos 
dansée plan , elle s'échapperait d'un côlé ou d'un autre, et serait en mouvement 
jusqu'à ce qu'elle trouvai le moyen de se placer entre d'autres molécules qui 
la presseraient r'galemenl de toutes parts, et seraient par conséquent situées à 
la même profondeur , car sans cela l'équilibre ne saurait subsister dans la masse 
ii(|uide, comme nous le supposons. Il n'est pas même nécessaire que le liquide 
soit parrailcmrnl homogène pour cela , car dès que l'équilibre sera clablî , 
chaque molécule se sera [dacéc à la profondeur que lui assignera sa pesanteur 
spécifique, ce que les liquides colorés de didéreutes coideurs et qui sont de pe- 
santeurs spécifiques iné|^ales rendent sensible, puisque les tranches de ces li- 
quides diflerena sont très-distinctes, quand il n'y a pas mélange, et que les 
sections qui les séparent nous paraissent très-planes. Celle hypothèse des tranches 
horizontales conçues comme il a été dit plus haut , n'a donc rien qui soit en 
opposition avec la nature des liquides, mais, au contraire, se trouve parfai- 
tement d'accord avec les principes mécaniques admis dans la ihéorie del'qui- 
libre des liquides incompressibles, principes généralement reconnus, et que 
l'exiiérience confirme aussi parfaitement que possible. 

AGI . Cela posé, ouvrons un Irès-pctlt orifice tih dans le fond du vase : aussitôt, 
les molécules de la tranche du fond, qui sont situées immédiatement sur h\ 
surface de celle orifice, s'échapperont hors du vase ; el les molécules latérales de 
la même tranche, n'étant plus retenues de ce côlé, s'y porteront, en vertu dr 
leur j;rande mobilité, en obéissant k la pression des parties su|jéricures , qui 
les sollicite à se mouvoir, dans toutes les directions, avec lu même force. Ces 
molécules latérales de la tranche du fond s'échapperont donc par rorifice à la 
suite des premières, avnnt que les molécules de la seconde tranche qui sont au- 
dessus de l'oui'erture, ne puissent couler ù la suite de celles qui ont sorti dans le 
premier instant. 

En effet, la pression que reçoivent les molécules de la première tranche, est 
plus i^rande que celle qu'éprouvent celles de la seconde; les premières se por- 
teront donc vers l'orifice avec plus de vitesse dans la direction horizontale , que 
les autres dans la dirrction verticale de haut en bas , et ne laisseront échapper, 
par conséquent, aucune molécule de la seconde tranche, si l'ouverture rst 
assez pclitc pour que son rayon puisse élie franclii par l'excès dé vitesse des mo- 
lécules de la première tranche su^' celle des molécules de la seconde; car , pour 
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que quelques unes des molécules de ccUc ilcrnièrc Irouelio], qui soiil situées au- 
dessus de rorifice, pussent toinbei-, il faudrait qu'il se fonnit un vide nu- 
dessous; or, ce vide ne saurait exister un seul instant, puisque la grande 
inobiIit(5 des molécules liquides s'y oppose évidemment, en obligeant les plus 
voisines et qui ont la plus grande vitesse, c'esl-à-dire celles du fond , de suivre 
ineoiitinent celles qui, en s'échappant, ont détruit l'égalité des pressions, et 
de venir, de cette manière, et d'un mouvenienk continu, fcrmci., ponr ainsi 
dire, le passage aux molécules de la seconde tranche, à mesure que celles qui 
tombent tendent à le leur ouvrir; et comme la même chose se répétera h rbaque 
instant, nous sommes conduits à conclure qu'il est impossible, dans le cas d'un 
ti'ès-jKtit oriûce percé au fond du vase, </uuiie seule molécule de la seconde 
trruxche, puisse sortir a^aitt que toutes celles de la premîèi'c ne soient coulées. 

462. Il suit de là que, dès le premier instant, les niolccules de la première 
tranche, en se portant vers l'oritice, nbiindonncront nécessairement les parois 
du vase, en proportion du nombre des molécules qui se sont échappées dans ce 
premier instant, et par conséquent un vide tendra à se former dans le contour 
de cette premicie tranche, contre les parois, qui sera d'autant plus étroit que 
ce contour sera plus considérable. 

Ce vide subsistera, tant qu'il ne sera pas aussi large que le diamètre d'une 
molécule; mais aussitôt que sa laigcur sera suffisante, toutes les molécules de la 
seconde tranche qui se trouveront au-dessus, couleroutle long des parois, pour 
l'empèclier de se former davanta|^e. 

403. Les molécules de la seconde tranche qui ont ainsi quitté leur place, 
pour descendre, de répaisseur d'une tranche, le long des parois, auront produit 
un vide, autour de cette seconde tranche, que les molécules latérales de cette 
même tranche pourront seules em[iêchcr, étant animées de la plus grande 
vitesse , et l'espace qu'elles ont à franchir étant très-étroit : elles viendront donc 
barrer continuellement le passage aux molécules de la troisième tranche situées 
au-dessus de ce vide, couler le long des parois pour suivre par dciTÎère les 
molécules de la première tranche , el aller, à leur suite, sortir par l'orifice. 

4G4. Mais les molécules de la seconde tranche ne peuvent se porter vers le 
contour du Vîise pour descendre de l'épaisseur d'une tranche le lon^; des parois, 
sans abandonner en même temps le point de cette tranche qui répond vertica- 
lement au centre de l'orifice ; îl tendra donc à se former un vide en cet endroit , 
que les molécules de la tioisième tranche qui sont au-dessus (icuvcnt seules em- 
pèibcr, en suivant aussitôt celles de la seconde qui quittent ce point. 

465. Les molécules de la troisième tranche qui sont ainsi descendues de la 
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Iiaulcur (l'une molécule pour enipccher le vide qui tendait ù se former au cenire 
de la seconde Iranclie, en nuroiil produit un semblable au centre de la troisième , 
que les molécules latérales de celte même tranche viendront remplir inconlinenl , 
en se portant des parois au cenire du vase, et en produisant un vide autour de 
ces parois, que tes niolcculcs de l;i 4* viendront enipècber, et ainsi de suite d'une 
tranche à Tautrc, jusqu'à la plus supérieure, on le vide ira réellementse former à 
chaque instant , si le vase n'est pDs entretenu constamment plein. 

466. En résumant ce qui vient d être dit, nous verrons que, 

1° Le vide qui tend à se former à chaque instant à la sortie de l'orifice est re- 
porté, d'un mouvement continu, d'une tranche à l'autre jusqu'à la fare suiw-: 
lieure du liquide, en remontant le long des parois, et verticalement au-dessus de 
i'orifîcc, allcrnativementi 

2''D'oii il résulte que les molécules desrendent de 1 épaisseur (l'une tranche, 
allernativcmcnl au-dessus de l'orifice et le long des parois, de manii:rcque toutes 
les tranches se rf|»lient en nappes, horizontalement les unes sous les autres, pour 
se suivre sans confusion, et aller, les unes après les autres, sur le fond du vase, 
et s'échapper par l'orifice; de telle sorte qu'aucune molécule de la seconde tranche 
ne coule que toutes celles de la première ne soient sorties du vase; qu'aucune 
molécule de la troisième ne s'échappe que toutes telles de la seconde ne soient 
dehors, cl ainsi de suite jusqu'à la plus supérieure ,si le vase se vide, qui des- 
cendra la dernière, sans fesser de paraître horizontale , le vide qui s'y forme, et 
qui s'agrandit et se ferme alternativement d'un mouvement continu, n'a de 
profondeur que l'épaisseur d'une tranche, qui n'est pas sensible à nos sens. 

467. Telle est la marche naturelle des molécules liquides, dans le cas d'un 
très-petit orifice, et dans l'hypothèse que l'intérieur du vase est parfaitement 
poli. Quoique dans la pratique le poli du vase soit loin de cette pcifection, cette 
hypothèse se réalise, presque, lorsque le vase se mouille ; car la couche de liquide 
qui reste adhérente aux [«irois et au fond, rend le poli parfait pour k reste dr 
la masse liquide. Ainsi on doit entendre par tranche du fond , celle qui est immé- 
diatement au-dessus de celte couche liquide adhérente. 

468. Cherchons maintenant quelle est la loi mathématique suivant laquelle 
l'écoulement a lieu par un Irès-pelit orillce au fond du vase; et supposons d'abord 
le cas où le vase se vide. 

Dans ce cas , il semble , au premier aperçu , qu'attendu que les tranches des- 
cendent les unes sui- les autres le long des parois et vers le centre du vase, alter- 
nativement de réjjaisseur d'une tranche, les vitesses des molécules doivent aller 
en a'accélérant par i'aclion persévérante de la pesanteur; mais, par la réaction 
ihi fond , les impulsions que donne hi pesanteur , pendant ces chutes successives. 



^ 
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sont (Ictruîlcs par la rôsîslance des IrancLcs inféiicures; et, tomme toutes les 
Iranclics restent soumises aux inèmcs pressions pendant tout li; temps qu'elles 
rcslent dons le vase, et qu'elles ne doivent linirs vitesses qu'à ces pressions, il s'en- 
suit que toutes les tranciies liquides viennent couler sur le fond , et , par consé- 
quent, sortir du vase avec une vitesse uniformément retardée, puisque les pres- 
sions des tranches successives , ii partir de celle du fond , suivent une progression 
décroissante par diflcrcnoes éjj:ales. Cette conséquence est parfaitement conforme 



àl'e 



iperience. 



469. Quand le vase est entretenu constamment au même niveau , à mesure 
que les tranciies descendent en nappes, les unes sur les aulres, pour arriver sur 
le fond du vase , elles reçoivent des pressions qui croissent par degrés égaux , de 
sorte qu'arrivées à \d sortie du vase, elles ont toutes acquis la vitesse qu'avait la 
première tranche à l'instant de l'ouverture «te l'orifice, puisqu'elles sont toutes 
alors successivement soumises à la pression totale; d'où l'on voit que, dans ce 
cas, l'écoulement a lieu d'un mouvement uniforme, comme le prouve encore 
l'expérience. 

470 Pour calculer la vitesse Acquise par une mulcculc à son arrivée sur le fond 
du vase, dans l'iiypothèsc du niveau constant, il faut faire allention que pendant 
tout le temp que les molécules d'une même tranche ne se meuvent qu'horizon- 
talement, elles sont animées d'un mouvement uniforme, puisqu'elles sont, pen- 
dant tout ce temps , soumises à la même pression ; d'où l'on voit qu'une molécule, 
en descendant successivement de l'épaisseur d'une tranche , reçoit bien une accé- 
lération de vitesse , mais au lieu de renouveler son action à chaque instant, la 
force accélératrice ne donne des impulsions qu'à des intervalles proportionnelsau 
tem|>5 qu'il faut à cette molécule , dans chaque tranche , pour parcourir l'espace 
horizontal qui lui est destiné ; d'où l'on voit tpie la vitesse de celle molécule n'est 
point accélérée d'une manière continue et uniforme. 

471. Toutefois, on peut calculer la vitesse acquise par une molécule à son 
arrivée au fond du vase, en supposant qu'elle tombe librement, suivant une 
verticale , depuis la face supérieure du liquide jusqu'au fond du vase. 

En effet, la grande mobilité des molécules liquides permet d'admelire qu'en 
parcourant horizontalement, entre deux tranches, l'espace qui lui est destiné 
pour aller descendre, de Tépaisseur d'une tranche, alternativement le long des 
parois et vers le centre du vase, une molécule n'éprouve aucune altération dans 
sa vitesse ; par conséquent, on peut faire abstraction du temps qu'elle meta par- 
courir cet espace horizontal , et supposer qu'elle tombe directement et sans inter- 
ruption, suivant une même verticale depuis le niveau supérieur jusqu'au fond 
du vase; car le niveau étant constant, les pressions que recevra cette molécule, en 
descendant verlicalcmcnt en ligne droite, seront absolument les mêmes que si elle 

23 
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3" La Iroîsicme Iranclie se tliviseen trois nappes, dont une va dansl'oritice, et 
les lieux autres coulent l'une vers l'autre pour empêcïier la formation du vide c, rf. 
Ces deux dernières nappes se rejilicnt sous elles-mêmes , de manière que la partie 
de chacune qui est parvenue à la place qu'occupait la seconde tranche, prend 
une direction opposée k l'autre, et les deux unissent par jouer le rôle des deux 
nappes de la seconde tranche ; 

4° La quatrième tranche se divisera en quatre nappes, la cinquième en cinq 
nappes, et ainsi de suite, de manière que la dernière de celles qui coulent di- 
rectement dans l'orifice, et toutes celles au-ilesaus , se diviseront en autant de 
nappes qu'il y aura de tranches qui s'échappent directement par l'ouverture; 
et ces nappes se comporteront de (elle manière, que , celle qui sera au-dessus de 
l'orifice viendra couler dans la hauteur de la dernière tranche qui déverse direc- 
tement dans l'orifice dès le commencement de l'écoulement ; la seconde, dans la 
hauteur de la tranclic immédiatement au-dessous de la précédente; la troi- 
sième nappe , dans ta hauteur de la tranche immédiatement au-dessous et ainsi de 
suite, de sorte que la nappe la plus voisine des parois de toutes tes tranches supé- 
rieures, viendra couler sur le fond du vase. 

479. Il suit de là que le nombre des nappes de chaque tranche supérieure 
est proportionnel k la grandeur de l'orlQce , et à mesure que le nombre de ces 
nappes augmente, les espaces horizontaux qu'elles ont à parcourir diminuent; 
d'où l'on voit que, si cet orifice était égal au fond du vase, il y aurait dans les 
tranches supérieures autant de nappes que de molécules , et ces nappes n'auraient 
alors aucun espace horimntal à parcourir. D'ailleurs, la première tranche se trou- 
vant tout entière sur ta surface de l'orifice, lomlicralt entièrement dans le pre- 
mier instant, et elle serait évidemment suivie par toutes les autres, et le liquide 
tomberait à la manière des solides. 

480. On voit aussi que, conformément à l'observation , la face supérieure du 
liquide descend horizontalement , lorsque le vase se vide , et que , dès que pelte 
face est arrivée au niveau de la dernière tranche c|ui déverse directement dans 
Torifiee , il s'y forme une dépression qui va en augmentant à mesure que le niveau 
baisse, et cette dépression pénètre bientôt dans l'orifice même, de manière que 
le Hqulde n'occupe plus toute la superficie de ce dernier^ et ne coule p\ us qu'autour 
de sa circonférence. 

481 . D'après l:i manière dont nous venons de voir que le liquide se comporte 
intérieurement dans le cas d'un grand orifice, on voit clairement que les vitesses 
des tranches successives sont les mêmes que dans le cas d'une Irès-peli te ouverture. 
Cette conséquence est conforme à celle h laquelle est parvenu M. Ilachettc (^Traité 
étémentaiiv des Machines, é^ édition, i8a8, pag. 74')-' P^"^ ^^ expériences sur 
l'écoulement des liquides. Ainsi la formule (î55J fera connaître la vitesse d'une 
tranche quelconque. 
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482. Expliquons malntenanl le cas d'un orllice vertical. 

Soient le vase ÂBCD (fig. 1 16) plein d'un liquide quelconque, de l'eau, \tAv 
exemple, et ab la dimension verticale de l'orifice. Si ré([uilibre existe dans toute 
cette niasse liquide , au moment de l'ouverture de l'orifîce , les tranches comprises 
dans la hauteur de cet orillce recevront un mouvement horizontal qui les portera 
hors du vase, avec une vitesse, pour chacune, rjui sera proportionnelle à la pression 
qu'elle éprouve dans le vase. La vitesse de la première, sur le fond,seradoiicla plus 
grande , et les vitesses des tranches immcdiatcmenl et successivement au-dessu! , 
jusqu'à la partie supérieure de l'orifice, ironie» décroissant comme les racines 
carrées des profondeurs. La première Irauche ne sauiail avoir d'autre mouvement 
que celui qui la porte vers l'orifice; cette tranche quittera donc les parois, en lais- 
sant un vide en arrière; et comme les molicules de la seconde tranche ont moins 
de vitesse vers l'orifice «jue les premières , celles <;iiiirri an-dpsius du vidp fm-mô 
autour des parois, seront forcées de descendre le longdeces parois pour empêcher 
ce vide, avant de pouvoir se dirii^er vers l'orifice. Ces molécules, en quittant la 
place qu'elles occupaient, auront produit un vide dans la seconde tranche, au- 
dessus du premier, qui sera empêché pjr les molécules latérales de la même tran- 
che; ainsi cette seconde tranche se divisera en deux nappes: l'une qui se portera 
vers l'orifice, et l'autre vers les parois. Il se formera donc un vide en a dans cette 
seconde tranche, que les molécules de la troisième, qui sont au-dessus, seront 
forcées de remplir. Cette troisième tranche se divisera donc en trois nappes; une 
coulera vers l'orifice , la seconde se portera en sens contraire dans le vide a ( ce qui 
produira un vide b entre ces deux nappes ) , et la troisième abandonnera les pa- 
rois pour se porter dans le même vide a. La quatrième tranche se divisera en qua- 
tre nappes, la cinquième en cinq, et ainsi de suite, jusqu'à la dernière de celles 
qui sortent directement par l'orifice, qui se divisera en autant de nappes , qu'il 
y aura de tranches dans la hauteur de cet orifice. 

483. Il suit de là que, pendant que la première tranche s'écoule, la seconde 
nappe de ta deuxième tranche la suit par derrière pour aller à l'orifice; dans le 
même temps, la Irnlsième nappe de la ffoisième tranche, après être descendue 
dans le vi<le a, se dirige, c» se repliant sous elle-même, vers les parois du vase, 
le long desquelles elle descend à la suite de la deuxième nappe de la seconde tran- 
che, pour se porter vers l'ouverture; la seconde nappe de cette troisième trimclie, 
après avoir coulé dans le vide rt, se replie sous elle-même, pour suivre la pre- 
mière de ta seconde tranche, dans l'orifice , ps-ndant que la première nappe de 
la troisième coule rlirectcment par l'ouverture du vase- On voit donc que 
les trois nappes cli- la troisième tranche, se disposent de manière que celle qui se 
trouve près de l'oi' fîcc sort dans la hauteur même de cette troisième tranche ; ta 
seconde nappe ne se présente à l'orifice que dans la hauteur delà seconde, 
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el ta Iroisièmc qu'à ta hauteur de la première tranclie. Il en sera de mcine des 
nappe-s de toutes les autres tranches , ce qui est facite à comprendie , puisque le 
noinbi<e (tes nappes pour chaque tranche, est toujourse'gale au nombre destranches 
qui coulent directement par l'orifice, au-Jcssous de celle ([ue l'on considère. 

484. Si , l'orifice s'élevant jusqu'au niveau supe'rieur du liquide , l'ccoulement 
avait lieu comme parun déversoir, les choses se passeraient de la même manière , 
de sorte que la dernière nappe de la tranche ta plus élevée , coulerait par la par- 
tie inférieure de l'orifice. 

485. Il est inutile de dire que la vitesse acquise par tes molécules à leur arrivée 
à la hauteur à laquelle elles sortent par l'orificCjSera donnée par Tcqualion (^^5), 
tout comme dans le casd'un orifice percé dans le fond du vase. 



LEÇON II. 

Dtfterniioation ilc recoulemeDtpar seconde , tant pour le cas de l'oriGce percé au foad du 
vase que pool- celui où il est perce' dans uue paroi verticale. 



486. Supposons d'abord que l'orifice soit percé dans le fond du vase (fig. 1 1^), 
nous observerons que les points successifs sur lesquels les tranches qui s'échappent 
directement par l'orifice viennent se briser pour couler en nappes les unes sur 
les autres, de manière à réliccir l'orifice de plus en plus, sont nécessairement 
placés sur des courbes ni, bi (fig. 1 1 5), que nous allons déterminer. 

Pour y parvenir, soit ad (fig. i '"), l'une de ces courbes, il est évident que, 
si les points m, m' , m" , etc. , sont ceux où cette courbe ad rencontre les faces 
supérieures des tranches , les distances ap , »m, in'.ii' , m" ii" , etc. , seront pro- 
portionnelles aux vitesses des tranches placées aux mêmes profondeurs que les 
points rt, m, m' , m'\ etc. Cela pos4, prenons pour unité l'épaisseur d'une 
tranche i les liauteurs des points (i, m, ni , »i", etc, ati-dcssous du niveau su- 
périeur, seront respectivement 

A,A— I, A — a, A — 3, A — 4, h— y; 

en nommant/ une ordonnée quelconque p" m" , de la courbe oii. 

En substituant ces quantitcsà la place de A dans l'équation (aSS), nous aurons 
successivement 



= 1/351, V'=l/a3(A-0, V" =1/35(4 — 3),..... W 




PHIRCIPBS D'aïDROSTVAHlQOII. làS 

Mais les tlistances ap^ mn, n' h' , m"n", etc., sont propoiLioinicllcs à ces 
vitesses ; d'oii l'on voit qiie , 

ap • mn ou pp' ' \ \/ aj/t ' J/ 2^ {li — 1) \ \ J/ h \ \/ h — 1, 

j, , , ap J h — I 

dou ff = —JH-: 

on trouverait de même que 

, ,, ap J h~~-i „ _ apJ h — 3 

rr = ~jh- . pp = -^/ï- .«'■ 

Une abscisse quelconque x répondant à l'ordonnée/, sera évidemment égale 
kap+ pp' -\-p'p" 4-elc.j nous aurons donc 

:c-ap^ ^^- + —^^ + /Ar + /A ' 

ou r = -^-(|/A+l/A_ i-+-^A— i + t/A — 3 \/ h - y) 

Extrayons les racines qui sont dans la parcntlièsc, cl il nous viendra 

I/a — 3 = {/h ^ +elc. ^ 

Ï/a_j = jX/. — ^-^ +etc. 

en ne tenant compte que des seconds termes de ces développemens , dans 
lesquels se trouve, à la première puissance , l'unité' infiniment petite. 

En Élisant la somme des seconds membres des équations {b) , et observant que 
le nombre de ces équations sera égal au nombre d'unilés qu'il y a dans y , 
nous aurons 

^ = fl (^ ^'' - ïTï C' + ' + 3 +4 +x) \ 
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■=S !'/''-(' + » + 3 + 4-- 



-r)\ 



Or, la somme des nombres naturels depuis i jusqu'à j, l'unité étant infinimenfl 
petite , a pour limite "— ( note de la page 5o ) ; il en résultera donc 



^=fJ(=/^-Ç) W. 



La quantité ap est évidemment égale à l'épaisseur d'une tranclie ; car i 
ne peut, de la tranche du fond, couler qu'une seule molécule à la fois, dans 
chaque section verticale ; celte quantité ap est donc égale à t'unité : l'équation 
(e) se réduira donc k la suivante. _ 

d'oii 4f^x z:=^ 4f>y — X^ (aSS). 

Telle est l'équation de la courbe ad j qui, comme on voit , est une pa- 
rabole, l'origine étant au point a, et les coordonnées rectangulaires. 

487. Résolvons-la par rapport â _;' , il nous viendra 



3i/a (A 



^ — •2h =t 3|/ h [_ h ~ x); 
d'où nous voyons que la plus grande valeur positive que nous puissions donner 
à :i; est j: ^= h, ce qui donne j = uh. Ces coordonnées sont celles du sommet 
f de noire parabole. 

488. Faisons x^=k — x', ctj^aA — y', et substituons dans l'équa- 
tion (256), il nous viendra, toulcs réductions faites, et en supprimant ensuite le» 
accens , 

r^ — 4'»-ï 0/)- 

Cette équation est donc celle d'une parabole ordinaire , dont Taxe GH est hori- 
zontal et à une distance, au-dessus du fond du vase, égale à deux fois la hauteur 
h du liquide ; le sommet / est à une distance de la verticale ae élevée par le point 
a du bord de l'oriSce^ égale à la hauteur /t; enBn son paramètre est égala 4 fois 
cette même hauteur A 

Quant à la courbe bdli , située du côté opposé , elle est évidemment égale à la 
première. 

489. Il est clair que le point d , oîi les deux courbes précédentes se ren- 
contrent , appartient à la première des tranches qui ne coulent pas directement 
dans l'orifice. 
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490. Demandons-nous donc à quelle hauteur, à partir du point c du fond du 
vase, se trouvera 1c point (^ (fig- i'?)- 

Pour cela, il suffira d'observer que l'abcisse de ce point est le demi-diamètre ac 
de l'orifice; représentons-le par a, et mettons celte valeur de Jrdans l'équation du 
n^^Sy, nous aurons 

y-:^ cd^:= 2h — S |/ h {h — a) ('iSj). 

Sil'on prenait leradicalavec lesigne +, on aurait lepoint d' (fig. ii7)qui 
n'appartient pas à la question. 

U9^. Celte équation (257) peut se mettre sous la forme 



ci =,;. (,-1/71^1) 



■ (=58), 

d'où Ton voit que le point d s'élève à mesure que la hauteur h augmente , car le 
facteur h du second membre augmente dans un plus grand rapport que celui 
compris entre parenthèses ne diminue. 

Réciproquement , le point d s'abaisse quand h diminue. 

A92. On pourrait demander quelle devrait être la hauteur h du liquide, pour 
que le point d se trouvât sur la face supérieure de ce liquide. 

Pour résoudre cette question, il sullira de supprimer les facteurs é;-aui cd et 
h dans les deux membres de Tcquation (a58) , ce qui donnera 



0-l/'-x) = - 



d'où 

et par conséquent 



1/4-^ = ., 



ou 4-^ 

.... (359). 



493. Il suit de 1^ que , lorsqu'un vase se vide et que l'équilibre existait avant 
TouTerture du vase , dès que la hauteur n'est plus que les j du demi-diamètre 
de l'orifice , il commence à se manifester une dépression sur la face supenenre; et 
dans le cas du niveau constant, la hauteur étant au-dessous de celte limite, la 
dépression est permanente. 

494 . Déterminons la direction que prendraient les molécules liquides en tom- 
bant des diffci-ens points des courbes ad , bd (fig. 117) (qu'on pourrait appeler 
déversoi)-es) , dans l'espace situé awdessous de ces deux courbes , si rien ne gênait 
leur mouvement naturel. 

Pour cela , considérons une tranche quelconque parmi celles comprises dans la 



J 
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hauteur cc^ des déversoires , la pi-cmlôre sur le fond, par exemple; il est (Jair 
que, dès que les molécules situées au-dessus de l'orilice auront tombé, chacune 
de celles situées sur le bord de cet orifice sera chassée, dans celle ouverture, 
avec une vitesse horizontale égale à V, et une vitesse verticale égale à la pre- 
mièreV ', de sorte que, si la pesanteur ne venait agir au même instant, la molécule 
«prendrait une direction floquiserait la diagonale <!' un carré dont les eûtes ac, a/r 
scraient la vitesse V. Celle molécule n sera donc soumise, à la fois, à une vitesse uni- 
forme VJ/ a, dans la direction ao, qui est à 4^" P^i" rapport à la verticale ae, et 
i l'action de la pesanteur; elle décrira donc une parabole dont la verticale ae sera 
un diamètre sur lequel les ordonnées seront à ^5°- L'équation de cette parabole 
sera donc (n" 339^ 

J g 

V étant la vitesse uniforme suivant la direction oo; mais V 
tion de cette parabole sera donc 

. 4V' 



VjX, l'ëqua- 



495. Mais (équ. 355 ) V = y/igh; en substituant , il nous viendra donc , 

j» = d>hx {m). 

496. Rapportons cette dernière équation aux axes rectangulaires ae ^ ab 
(fig. 117), etpourceia, nommons x' ct^'lcs nouvelles coordonnées «9, 9M/ 

nous aurons rtP:r=.r = j:' — Pijf ^ x'~-y'^ 

attendu que le triangle rectangle PMç est isocèle ; et 

En substituant dans l'équation (ni) et faisant les opérations nécessaires , on aura 
y^ 4- 4^*/ = 4^*^ (^f'O- 

497. Résolvons cette équation par rapport à y, il viendra 



y^ — -ih± 1/4/»' + 4hx = — ah ± 2|/ /i (il -H x), 

d'oh nous voyons que la plus grande valeur négative que nous puissions donner 
àjcetJc = — fcjCe qui donnera^ := — a h. 

Ces coordonnées — h ci — ih seront celles du sommet E de notre parabole. 

498. 11 suit de là que le sommet de cette courbe est situé sur la face supé- 
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ricuie du liquide , à une distance de droite à gauche de la verticale ne rlevée par 
le point a du bord de l'orifice, égale à 2 fois la hauteur du liquide. 

/i99. Transportons l'origine des coordonnées au sommet E; pour cela, il 
suffira de faire j: ^ ,r' — ^,etj^/' — 3/1, et de substituer dans IV'qualion 
(361) : on aura 

r = 4i^ (■-'6^) 

toutes réductions faites. Cette équation, comme on voit, est toute pareille à 
celle (g) du n" 488 de la parabole fdn, 

500. Le paramètre de cette parabole est donc égal à 4 fois la hauteur k du 
liquide , et comme le sommet E est sur la face supérieure, il s'ensuit que le foyer 
est sur le fond du vase. 

501 . En faisant /( successivement égale aux profondeurs des tranches succes- 
sives, l'équation (263) sera celle des paraboles is, r' s' , r"s'\ »■"*', t' u , vx....j 
décrites par toutes les tranches comprises dans la hauteur cd du point de ren- 
contre des déversoires, l'espace sous ces déversoires étant supposé libre. 

502. Le liquide situe dans l'espace adb ( fig. 117) doit tomber évidemment 
à la manière des solides, et l'écoulement du reste de la masse liquide ne peut 
avoir Heu qu'à travers les déversoires, el ne [ieut être régulier, que quand la 
partie sous les déversoires est entièrement sortie du vase. 

503. Il suit de Ik que l'on peut regarder comme étant entièrement vide, l'es- 
pace adb , sous les déversoires, à l'instant que l'écoulement commence à travers 
ces dernières. 

504. Il est évident, en outre, que I écoulement ne dépcnt uniquement que 
. de la vitesse que communique la pression des prties supérieures aux molécules 

situées à la surface des déversoires , et que l'action de la pesanteur à la sortie de 
ces dernières n'a aucune influence sur cette vitesse : son effet se borne à faire 
prendre, aux molécules liquides parvenues dans l'espace atlb, une certaine direc- 
tion à rextérieur du vase. 

505. De tout ce qui vient d'être dit, et dun"|494> <l faut conclure que , dans 
le premier instant de l'écoulement , les molécules situées k la surface des déver- 
soires , seront lancées dans les directions des droites ao , el io , ms etrs, m' s' et 
r' s' , etc. , qui sont ii 45" par rapport à l'horizon. Sans qu'il soit nécessaire de le 
démontrer en détail, il est facile de voir que la quantité de liquide qui pourra 
couler dans le premier instant, sera au plus égale, dans chaque section verticale 
menée par le centre de l'orifice, k l'aire de la figure adbo; d'oii l'on voit que la 
quantité totale de l'écouUment sera proportionnelle à la somme des volumes de 



cotms DE coHsTHccnoir. 
deux cônes ou pyramides qui auront l'orifice pour base , et pour hauteur , l'un 
cd, et l'autre oc:=ac = a. 

506. Cherchons donc les volumes de ces cônes ou pyramides; celui du der- 
S, 



r aÙo , qui est ordinaire, sera 



3" 



■•(«), 



S étant l'aire de l'orifice, et a la moitié ac du diamètre de ce dernier. 

Quant au volume de l'autre , il serait plus difficile de l'avoir rigoureusement; 
mais comme les courbes ad, bd ne s'éloignent pas beaucoup de la ligne droite, 
pour éviter le calcul, nous pourrons considérer l'espace abd comme ayant la 
forme d'un cône ou d'une pyramide ordinaire , et comme sa hauteur de ne dif- 
fère pas beaucoup de ac = a, son volume sera à peu de chose près 



^ 



• «• 



3' 

Le volume des deux cônes sera donc la somme des expressions (a) et (4); 
de sorte que si nous appelons C ce volume, nous aurons 



C = 



■{'), 



Ce qui précède suppose que la densité du liquide introduit dans l'espace 
adbo, est la même que celle de la masse liquide située au-dessus des déversoires, 
ce qui n'est pas^ car pour (|ue cela fût, il faudrait que les dislances anij mm' , 
m' m" , etc., fussent e'gales h Pépaisseur des tranches; or ces distances sont aux 
épaisseurs des tranches comme ad est à cd; le liquide introduit dans l'espace 
ndbo est donc moins dense que celui situé au-dessus des déversoires. 

Comme les seules tranches qui peuvent s'introduire sous ces déversoires sont 
celles comprises dans la hauteur C(i de ces dernières, si par le point a nous élevons 
la verticale tie (fig. 1 18) , et que, par ce même point a , comme centre , nous 
rabattons, sur la droite ad, les épaisseurs des tranches comprises dans la hau- 
teur ae^ cd , en menant par le dernier point / une droite fg à 45° par rap- 
port à l'horizon , le trapèze afgo sera exactement la quantité de liquide qui aura 
passé dans le même temps sous la dévei'soire bd. Ainsi, la véritable quantité de 
liquide qui s'échappe à chaque instant à travers les déversoires, sera le double 
cône ou pyramide adbo , moins le double cône ou pyramide fdlig. 

Or, ces doubles cônes ou pyramides sont semblables ; ils sont donc entre eux 
comme les cubes de leurs lignes homologues. Si donc G et G' sont ces doubles- 
cônes , nous aurons 

c : c :: w : w «. 
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Mais df :=: ad — af = ad — ae := ad — cd ou df =^ c — rf , en noni- 
mitnl c la droite ad, et en se rappelant que cd= d ; si donc nous subs- 
tituons dans la proportion (t^ , il nous viendra 

C : C ;: c3 : (c — los 



d'où nous tirerons 



.(«)• 



La véritable quantité de liquide qui est passée sous les déversoires est donc 

C — C =C— ^ t" ~ '''' = c [''-('■-'')'] . 

nommonS'Ia M, et mettons pour C sa valeur (c) ci-dessus , et il nous viendr: 



M : 



..s [C- (c~df] 



■(f)- 



L'écoulement devant se continuer^ après le premier instant, par tranches 
parallèles au plan de l'orifice, dans le même temps qae la molécule placée au 
point d , descendra au point c , il sortira un prisme équivalent à la valeur (f) de 
M , qui aura pour hauteur c(i = d (6g. 117); nommons N l'aire de la base 
de ce prisme , nous aurons 



Nrf = - 



^S [c 



-(c-rflM 



d'où 



N : 



ic'd 



. Ca63). 



Tel sera le coefficient d'écoulement ou de dépense. On voit que ce coëffîtient 
dépend de la grandeur de l'oritice et de la hauteur du niveau supérieur par rap- 
port au fond du vase, ce qui est conforme à l'expérience. 

507. 11 s'agit maintenant de trouver la vitesse par laquelle il iàut multiplier 
le coëfHcient N pour avoir la dépente par seconde. 

Pour cela, observons que comme les vitesses des tranches successives vont en 
progression par différences égales, la vitesse moyenne des tranches comprises 
dans la bautcur cd du sommet des déversoires , est la demi-somme des vi- 
tesses dues aux hauteurs h et h — d, qui sont (équi. a55) respectivement 

j/a^fe, y2g{h~d), ou 1/33 i/h, \/ -ig y/ h — d ; 
la vitesse cherchée sera donc 



v^'» !/'■- 



-i) 



COCBS DE CONSTRUCTION. 

50S. Multiplions celle ciernière par l'équation (a63),€t nommons D la dé- ' 
oeDse par seconde , il nous viendra 



^^ .stc>-o-.)-; ,^^^(^,^^,/,_ 



O- 



• (-^64). 



^B l\Htr r^quation générale qui fera connaître la dépense réelle qui doit avoir li«u 
^^tr Mixiiitlt' lie temps, l'oriBce étant une figure plane quelconque, abstraction 
^H^t«; du frottement et de la cohésion. Â celte équation on joindra celle qui 
^bennc la valeur de d (^58), qui est 



2/( 



•2 \/h (h — a) (265). 



t on observera que c= ^ |/ «^ + d^ (^66), 

puisque c est l'iiypolliénure ad du triangle rectangle adc (fig. 1 1 7). 



equ, 

4 



509. Voyons maintenant si les résultats que donne l'équation (264), sont 
d'accord avec ceux des expériences faites le plus en grand, et prenons pour 
exemple, une de celles de MM. Poncelet et Lesbros, la première du tableau 
n" 1 , par exemple. 

La hauteur h := i,7447 ; et l'orifice étant un carré de 20 centimètres de 
côtés, nous aurons S ^ o,o4, et a^ 0,1 ^ quant à 5^ =: 9" 809 (n"329). 

Cela posé, calculons la valeur numérique de d. Pour cela, substituons les 
nombres ci-dessus dans l'équation (263), ce qui nous donnera 



1^ d = 2X 1,7447-2 \/ ^,1^1 X (1,7447 
et dans l'équation (a6G) cette valeur de d et celle de a 



- 0,1) = 0,1016 ; 
et il nous viendra 



i 1/ 0,01 + (0,1016)^ 



435; 



sul)stituons cnhn les valeurs de d et de c, et les autres nombres ci-dessus 
ians l'cquation (26-4}, et nous aurons 



0,04 X 0,1 [(o, r4.5/ ~ (0,1435 ■ 



i X o.ioitj X (o,i4a5 ] 



>'°»6)M 



X \/ i9.6'8 ( l/.,7447 + \/uiUl ■ 
145 litres 517 mil 



0,1016 = 0,145,517 



rnraciPES d htdhodtnamiqce. 
L'expérience de MM. Poncelet et Lesbios a donne i38 I. , 4^4 ™'l') d'après 
le premier jaugeage et i4i,l. ot)4, d'après le second, (jue ces messieurs don- 
nent comme le plus exact. Notre formule donnerait donc 4 l- 4*^^ '^^ P^us 
par seconde. On n'en sera point étonné si l'on fait la part du froUement du 
liquide sur les bords de l'orifice, de sa cohésion , des inexactitudes inévitables 
des expériences , de l'cvaporalion pendant la chute du liquide, et de la 
forme de l'orifice , qui est ici , à cause des angles qu'elle présente , 
moins favorable à la dépense qu'un orifice circulaire. En général, h superficie 
égale plus la forme de l'orifice s'approchera du cercle, plus elle sera favorable 
à la dépense. Au surplus, si noire formule donne des résultats plus grands que 
les expériences de MM. Poncctet et Lebrossc, elle en donne de plus petits que 
celles de plusieurs autres auteurs. 

310. Mais supposons les observations de ces deux expérimentateurs parfaite- 
ment rigoureuses, et divisons le résultat donné par le calcul précédent par 
ladiiTércnce 4 ^' 4^ 'i no"s aurons pour quotient 3a environ ; c'est-à-dire que 
les divers obstacles que rencontre le liquide dans son mouvement diminuent 
ta dépense d'un peu moins d'un Sa""^ j si donc nous nommons i la dépense théo- 
rique, la dépense réelle sera i — -^ = j^. Ainsi , pour que la formule 
(a64) donne] la véritable dépense, il faut en multiplier le second membre 
par f; -j ainsi nous aurons 



■S [c 



■('■ 



^\/2g(\/h + )/h- 



rf)...(2G7). 



511. Gomme le frottement et les autres causes de diminution sont va- 
riables, il ne faut pas s'attendre à ce que cette formule donne des résultats 
parfaitement rigoureux dans tous les cas , mais les erreurs seront toujours 
assez petites pour qu'on puisse les négliger dans la pratique sans aucun in- 
convénient. 



COUPS DE CONSTBnCTlOS. 



Détermîoalioii de la quantité de liquide qui s'écoule par tm orifice percé dans s 
paroi verticale du vase. * 



512. Au n" 48a nous avons explique comment les tranches de la masse li- 
quide se comportaient, les unes à l'égard des autres, dans le vase, sans rien pre'- 
ciser sur la manière dont elles sortent par l'orifice i c'est ce dernier point que 
nous allons démontrer maintenant. 

Considérons d'abord une tranche horizontale ABCD (fig. 1 19) , prise en un 
point quelconque, dans la hauteur de l'orifice ; soit ah la largeur de ce dernier 
au niveau de cette tranche. 

Et observons que l'écoulement ne peut avoir lieu d'une manière régulière, 
que toutes les molécules comprises dans le triangle acÔ ne se soient avancées en- 
semble, dans l'orifice, au moins de l'épaisseur de deux molécules. 

En effet, s'il n'y avait de sorties que celles de la première file qui se trouve 
sur le bord de l'ouverture, les molécules 3,a ne pouvant point s'approcher 
Tune de l'autre , celles comprises entre les deux s'y opposant , elles ne pour- 
raient pas non plus se diriger vers l'orifice, attendu que les molécules 1,1 vien- 
draient à la traverse les en empêcher ; et ces dernières ne pourraient pas da- 
vantage s'échapper latéralement , les molécules 3,2 tendant à leur barrer le 
passage. Cela est évident , puisque toutes ces molécules ont ta même vitesse, 
II faudra donc que la seconde file de molécules s'en aille à la suite de la pre- 
mière avant qu'aucune autre ne puisse se mettre en mouvement. Cette seconde 
file de molécules étant parvenue à la place qu'occupait la première , avant l'ou- 
verture de l'orifice , laissera un vide é;^al W une molécule à chacune de ses extré- 
mités , qui ne pourra être remplie ni par la molécule 1 , ni par la moléeule 2, 
qui bordent immédiatement ce vide, car, ne pouvant y entrer toutes les deux 
à la fois, et cLant à la même distance et animées de la même vitesse, elles se 
barreront mutuellement le passage. La troisième HIe , en suivant la seconde, 
laissera un vide égal à une molécule k chacune de ses extrémités , que ne 
pourront remplir ni les molécules 2,2, ni les molécules 3,3, et ainsi de suite , 
de sorte que les files de molécules comprises dans le triangle ach s'élant avancées 
seulement de l'épabseur d'une molécule , celles comprises de l'autre côté des 
droites ac , hc , n'auront éprouvé aucun mouvement. Mais aussitôt que les I 
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comprises dans le triangle acl» se seront avancées davantage , les molécules i, 
a, 3, 4 9 5...., s'avanceront à leur suite, en passant à travers Jes droites 
oc , bc ; et comme les molécules suivantes ne pourront arriver à l'oriBcc qu'en 
passant de même à travers les droites oc, &c , il s'ensuit que ces dernières sont 
de véritables déversoirs, qui font prendre aux molécules inlécieures des direc- 
tions à 4^" \>^^ rapport à la face de l'oriHce. 

513. Je dis maintenant qu'il existe des déversoirs dans la section verticale 
menée par le centre de l'orifice. 

En effet , soient ABCD ( fig. ii6) cette section verticale menée perpendi- 
culairement au plan de l'orifice, et ab la double ordonnée qui passe par le 
centre de cet orifice. Gela pose, considérons la molécule située au point 6, 
c'est-à-dire contre le bord supérieur de l'orifice ; comme celle molécule est sol- 
licitée au mouvement par deux forces égales, l'une horizontale et l'autre verti- 
cale de haut en l)as, elle ne pourra sortir du vase qu'en s'cchappant suivant la 
droite bd dirigée â 4^". 11 n'est pas nécessaire tle dire qu'il en sera de même 
pour les molécules situées au-tlessous de celle placée au point b , et jusqu'à 
une certaine distance en contre-bas de ce point b. Les directions de toutes ces 
molécules se briseront donc en des points i, e , f^ c , qui appartiendront à 
une certaine courbe befc , que nous déterminerons ci-après. 

Considérons à présent la molécule placée au point a du bord inférieur de 
Torificc ; il est clair que, puisque les molécules liquides agissent dans toutes 
les directions avec une force égale à la pression qu'elles éprouvent, cette mo- 
lécule a se trouve sollicitée à la fois par deux forces égales, l'une horizontale et 
l'autre verticale de bas en haut; cette molécule s'échappera donc suivant la 
droite ad dirigée à 4^"- "1 ^^^ sera de même pour les molécules au-dessus du 
point a ; les directions de ces molécules se briseront donc aussi en des points 
a, g, h, c, qui seront situés sur une certaine courbe ac que nous allons 
calculer aussi. 

Les deux courbes ac, de, se rencontreront évidemment en un pointe, et 
seront de véritables déversoirs. 

514. 11 suit des deux dernières propositions que, dans le cas de l'orifice 
perce dans une paroi verticale, tout aussi bien que dans celui de l'orifice au 
fond du vase , les déversoirs sont des surfaces coniques ou pyramidales, suivant 
la forme de l'orifice. 

515. Déterminons la nature de chacune des courbes ac, bc (fig. lao), 
ab étant la plus grande dimension verticale de l'orifice. 

Si nous prenons le point a pour l'origine des coordonnées de la première ac , 
la droite <jP étant l'axe des abscisses , il est visible que celle courbe est la même 

35 



M 



19^ couks de construction. 

que celle bd de ta Bgure 117, c'est-à-dire une pnrRbolc dont réquittion 



(n"486) est 



<ty = — 4/u 



. (368). 



Quant k la seconde bc , c'est de même une parabole. Prenons l'origine des 
coordonnées au point b, et l'horizon laie iQ pour l'axe des abscisses; si, par les 
points «, h', II", où les phins des tranches horizontales viennent rencon- 
trer cette courbe j on élève les ordonnées «</, h'ç', h"^,", etc., les dislances 
bif, qq' , q' q" , etc., iront en croissant comme les vitesses des tranches succes- 
sives, et par conséquent comme les racines cariées des profondeurs. Si donc 
nous nommons h' la hauteur F6, depuis le niveau supérieur jusqu'au point h, 
les vitesses des tranches successives, à partir du point b et au-dessous de ce 
point, seront respectivement 



y/h' , \/h- + ,, j/ 



\/l 



+ 3,. 



l/,. 



y' étant une ordonnée quelconque ç"h". 

Cela suffit pour faire voir que pour avoir l'équation demandée il faudra 
faire les mêmes calculs qu'au n" 4*^6 , ou plutôt mettre dans tous ces cal- 
culs h' au lieu de h, y' au Heu de /, et le si^^nc + dans tous les termes : 
on arrivera à l'équation 

/'» + 4h'y' — 4h'.T' (a) 

au Heu de l'équation {1B6). 

516. Rapportons cette dernière équation h l'origine a, et pour cela, faisons 
attention que les abscisses ne changeront pas , mais qu'une ordonnée quelconque 
y' :^a — _)^', en appelant o la hauteur 06 de l'orifice , et y" l'ordonnée i-ela- 
tive à l'origine a. En substituant dans l'équ.ition (&)cî-dessus, il nous viendra 

(« -/")- + 4*' («-/•) = 4''''^', 

OU en développant et supprimant les accens de y et de ,r , 

a- — -my + y- + 4A'« — 4''/ ^= 4'''-*^i 

d'où 7^ — (an 4- 4/*') y = 4^'x' — a- — 4f^'n. 

Si dans cette dernière équation nous mettons pour h' sa valeur h — n , il 
nous viendra 

3»), 



I (2/t — a) / =; 4 (^ — ") ■ 



'■(41' 



(,Ga). 



517. Cherchons maintenant les coordonnées du point c où les déversoirs 
se rencontrent. 
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La véi'iuble quantité de liquide qui passera à travers les deversoircs sera 
donc C-C ^c_ C^-^) '^ C[^--^-.'^'] . 

nommons-la M , et mettons pour G sa valcui' (c) ci-dessus, et nous iuiions 
M = S H+ „)[,■-(.-, 01 

L'écoulement devant avoir lieu par tranclies parallèles au plan de l'orifice , 
après le premier instant, dans le même temps que la molécule placée au point c 
parviendra au |K)inl o, il sortira un |)risme équivalent à la valeur (e) de M, 
qui aura pour bauteur oc ^ d ; nommons N Taire de la base de ce prisme, 



nous aurons 



a'ob 



N = 



S(ai< + ») [à — jc-df] 



L..(a73), 



tel sera le coefficient de la dépense , par un orifice vertical. On voit que , 
comme dans le cas d'un orifice horizontal, ce coclllcienl dépend de la gran- 
deur de l'orifice et de la hauteur de la face supérieure du liquide par rap- 
port au fond du vase. 

523. Quoique la superficie N soit moindre que celle S de l'urilice , il ne 
faut pas en conclure que le liquide ne sort pas 'a plein orifice ; mais il faut en- 
tendre que la densité du fiquide est moindre dans le plan de l'orifice que de 
l'autre côté des déversoires, c'est-à-dire que dans ce plan les molécules sont plus 
écartées les unes des autres que dans l'intérieur du vase. Elles sont unifor- 
mément distribuées dans ce mcmeplan,maiscllcss'en échappenlavec des vitesses 
diflérentes. La vitesse moyenne entre toutes ces vitesses diSerentcs est évidem- 
ment due ^ non pas à la profondeur du centre de gravité de l'orifice, mais 
à celle du centre de gravité de la pression que cet orifice éprouve (n" 440 ; 
nommons G la distance de ce point au bord inférieur a de l'orifice ; la 
profondeur de ce centre de gravité par rapport à la face supérieure du liquide 
sera h — G; |)ar conséquent la vitesse que nous cherchons sera 



:l/=j ((.-G).. 



y = V H ((.-G) c^74> 

5*24. Multiplions les équations (a^^) et (1174) l'une par l'autre 
sentons par D le produit des premiers membres , nous aurons 



irl lepré- 



-1) ['■ 
bc'd 



■'']': 



X 



l/îjP.-C 



(.,5). 



pour l'c'qualion qui fera connaiti'c la dépense par seconde, l'orifice étant vertical. 
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Quand on voudra calculer cette dépense, on cheicliera la valeur de d ; 
moyen des éfiiialions (370) et (271), et celle de c au moyen de celle-ci ; 



: = y^b- 



525. Si la liuuleur ab de l'orifice (fij 
supérieur, en se rappelant qu'alors 



d' (276) ; 

;. lao) était égale à celle du nivi 



b = h... (n^Sig) el d — 

c = \/h 



3/. 



^...(n'Sao), 
et que a =h j 



gh' _ 5A 

en substituant dans l'équation (375), et faisant toutes les réductions , il l 
viendrait 



o = -^l/=s' i/(;.-G), 



et en faisant les calculs numériques indiqués ^ et se rappelant que 0=; 
9,809 



D = 3,3o3 X S K * — G 



■ (=y7> 

Telle sera la dépense par un orifice vertical ouvert par en haut , c'est 'îi-diré 
par un déversoir. 

526. Quand e déversoir sera rectangulaire, comme cela est le plus or- 
dinaire , G = A , et la formule précédente deviendra 



D = 2j3o3 



X S V/|* ... (.78). 



équation très-simple, et qui donnera la dépense par seconde par un déver- 
soir reclan gui aire. 

Cette équation donne d'une manière trcs-approchée les mêmes résultats 
que les expériences de MM. Poncelet et Lesbros , car je trouve par la formule 
35, 1. 886, et rexpcrience a donné, dans le même cas, 34, 1. 8i d'après 
un premier jaugeage , et 35, t. gï4 d'après un second ; d'où l'on voit que notre 
formule donne un résultat intermédiaire à ces deux mesures. Ici il y a plus 
d'accord entre les résullaU du calcul et ceux des expériences , parce qu'il 
y a moins de causes retardatrices que dans le cas d'un orifice, 

527. Quant à l'équation (^75), elle donne environ un ao"^ de plus que 
Im «péricnccs de MM. Poncelcl et Lesbros. Ainsi pour la mettre à peu près 
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Pour ceIa,prenonsla valeur de x donnée par 1 équation (268) du numéro pré- 
cédent, qui est aï = — . ^ , pour la metlre dans l'équation (369) ; il nous 
viendra 

y -.(,/. -a)y= W.y-fnH-«^ .. , ( 4^ _ 3„ ) 
d'oïl nous Lirerons 



y = Vc . 



h «> — 3n) 



h ah ~ 3a) 




ah C4A — ia) 
aA — a 



.y h (4ft-3«) / h [/\h 

*^ aft — rt ' V a* 



[^h — 1«) 



..(370). 



Nous ne donnons que le signe — au radical, parce que le signe + appar- 
tient à Tordonnée du point de rencontre des deux paralioles qui se trouve au- 
dessus du vase, et qui , par conséquent, ne fait pas partie de la question. 

513. Pour avoir l'absclsse/iP du même point c de rencontre des déver- 
aoires ac , bc , il faudra éliminer y entre les équations (2G8) et (269); 
ou substituer la valeur (270) de y dans Icquation (3G8). Re[ircsentons cette 
valeur de y ^= Vc par b, et après avoir substitué dans l'équation {268), 
4ft6 — *' 



nous aurons 



; flP : 



: oc :^ d = 



4ft 



• (a?*)- 



Ainsi, après avoir calculé & par l'équation (270), on en nicllra la valeur 
numérique dans celte dernière , et on aura la distance d ^ oc , par rapport 
au pian de l'orifice, du point où les déversoircs se rencontrent. 

519. Si nous supposions la hauteur «i ( fig- '^o) de l'orifice égale h celle 
h du liquide, c'est-à-dire, si nous supposions que le liijuide s'écoulât |^ar un 
déversoir, l'équation (370) deviendrait 



',= ^-x/l 



h' = h.. 



' (-7-). 



ce qui nous fait voir que dans ce [cas le point c de rencontre des déversoircs , 
I serait en r, sur la Tiee supérieure du liquide. D'oii l'on voit que la parabole 
kbc se réduirait à la ligne droite F** : dans celle même hypollièse oii a^h, 
l'équation (2G9) de celle parabole doit donc se réduire à celle d'une ligne 
droite Irorizontale Fr , située à une dislance àP = h au-dessus de l'axe 
aP des abscisses i or , cette équation devient en efVet par cette hypolhèse 



I* 



— • a (oA — h) y ::= — A' 



-h' = h. 



^ 
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te qui est bien l'cqualion de la droilc Fr, puisque pour toutes les valeurs de 
X On aura y ^ h. 

520. Si dans réqualion (27 i) nous mcLlons la valeur (a7.>) de i , il i 
4/i' - fi' _ 3fi 
4fi ~ 4* 



(i = Fr : 



On aurait eu la mênae valeur de x en faisant y =^ h dans l'équalion (268) , 
comme cela doit être, 

521. La dépense par seconde est évidemment proportionnelle îi la quan- 
tllé de liquide qui peut transpirer dans un temps donné , h travers la sur- 
face conique ou pyramidale qui constitue les déversoires ; d'où il suit qu'on 
peut supposer vide l'espace conique ou pyramidal formé par ces déversoii-es , 
lorsque le liquide situé de l'autre côté de ces dernières se met en mouve- 
ment. De là il suit, comme au n" 3o5 , que la dépense est proportionnelle au 
volume des deux cônes ou pyramides acbj adb réunis. 

522. Le premier cône ou pyramide acb est mixte, à cause des arcs de pa- 
rabole ac, bc ; mais comme les courbures de ces arcs de parabole sont peu 
sensibles, nous pourrons, sans beaucoup d'erreur, regarder ce cône ou celle 
pyramide comme un solide ordinaire. Le volume de ce cône ou de cette pyra- 
mide acb sera donc l'aire S de i'orifice , multipliée par le tiers de oc^=.d ; 



vol. côn. 



■•(«)• 



Quant à l'autre cône ou pyramide adb, comme les droites aif, Ad sont à 
45° sur ab , sa hauteur sera la moitié du diamètre ab^a de l'orifice ; son 
volume sera donc 



vol. 



acb 



.((.). 



Ajoutons ces deux volumes, et représentons leur somme par C , nous aurons 
Sa Sa , 






{•id -\~ <i)...(c). 



Par les mêmes raisons qu'au n" ^7 , du volume de ce double cône, il faut 
en retrancher un autre semblable, dont l'expression sera la même que celle 
de G' de ce n" 5o6, en observant que dans le cas actuel rf =: co(fig. i2o)j 
tt c ^ flc ; nous aurons donc encore 



C = 



C is~d-f 



.(d). 



J 
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iJ'accord avec ces «périences, il faudrait la multiplier par ~, ce qui don- 

>ou en faisant les calculs numériques indiqués 

Quand la hauteur du liquide sera un peu considérable, on pourra sup- 
poser G^^-fc, sans erreur sensible. Mais l'orifice étant un carré, on aura 



rigoureusement G = 5 X —, v- 


(.80), 


et dans le cas d'un cercle 






...(28,) 



a étant le diamètre de l'orifice. 



LEÇON IV. 

Considérations sur ce qui précùde et quelques problèmes qui s'y rapportent. 

5'28. Les formules des deux dernières leçons supposent que le liquide dans 
le vase est maintenu à un niveau constant , et en calculant nos formules, 
nous avons supposé que l'inlroduction du liquide nécessaire pour con- 
server ce niveau constant ne dérangeait rien <lans la manière dont le liquide se 
présente à l'orifice. Il s'agit de faire voir, maintenant, que celte suppositiim 
est conforme à ce qui se passe réellement dans le vase. 

En effet , le mouvement dans le liquide qui doit fournir à la dépense ne 
peut provenir que de celui qui se manifeste à l'orifice de sortie , dès l'ouverture 
de ce dernier; tout ce qui a «'lé dit aux n" ^Sg et suivans , et au n" 483 et 
suivans, sur le jeu des nappes des tranches horizontales aura donc lieu, jusqu'au 
niveau du fond du canal qui fournil à la dépense; et il ne serait pas difficile 
de se rendre compte de quelle manière les tranches qui arrivent dans le vase 
je comportent pour remplir les vides qui tendent à se former dans la tranche 
située immrdialcmenl au-dessous du fond de ce canal, surtout si la profondeur 
de ce dernières! égale au diamètre de l'orifice desortie. Mais sans entrer dans ce 
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détail, qui serait fastidieux (*), on conçoit qu'il ne saurait y avoir désordre, l'équî- 
libvc existant avant l'ouverture du vase , lant pour le cas de l'orifice percé au 
fond , que dans celui d'un orifice vertical, et que les tranches qui arrivent par le 
canal doivent s'introduire régulièrement , suivant l'ordre de leurs vitesses respec- 
tives, dans les vides qui leur sont présentés par l'écoulement. Il est donc clair qu'il 
ne saurait résulter decbangementdansce quia été dit sur ce qui se passe à l'orifice 
de sortie, par l'introduclion dans le vase du liquide qui fournit à la dépense. 

Cependant cela suppose que l'embouchure du canal d'entretien est au moins 
telle, qu'avec une vitesse moyenne due à la profondeur du canal, il puisse 
s'introduire dans le vase une quantité de liquide égale à la dépense ; car dans 
le cas oii cette embouchure serait plus petite', et qu'il faudrait une vitesse 
moyenne proportionnellement plus grande, comme cette vitesse ne serait pas 
acquise à l'instant même, il y aurait nécessairement un abaissement quelconque 
dans le niveau iméricur, qui serait proportionné de manière à faire diminuer 
la dépense d'une part , et à auf;menler d'une autre part la vitesse du liquide 
qui fournit h cette dépense, de manière qu'à une certaine époque l'écoulemenl 
deviendrait régulier. 

Il ne serait pas très-difficile de calculer toutes ces drconstsnces , mais comme 
nous voulons nous borner à ce qui peut être le plus ordinairement utile , et qu'il 
est presque toujours possible de disposer le canal de manière à pouvoir fournir 
plus de liquide qu'il ne s'en dépense, et qu'alors on rentre entièrement dans le 
cas des formules données dans les deux leçons précédentes , nous n'entrepren- 
drons pas la solution de ce problème, quoique très-intéressant : il nous suffit 
d'en avoir exposé les conditions. 

529. On conçoit que ce que nous venons de dire suppose que le fond du canal 
qui fournit le liquide est placé à une certaine hauteur au-dessus du sommet des 
déversoirs dans le cas d'un orifice percé au fond ; ou au-dessus du point le plus 
élevé de l'orifice de sortie percé dans une paroi verticale. Voyons ce qui arrive 
lorsque le fond du canal et celui du vase sont au même niveau. 

Celte question présente deux cas principaux pour l'orifice horizontal , et 
trois pour l'orifice vertical. 
Pour l'orifice horizontal, 

1 " Celui oîi le vase est fermé de toutes autres parts que celle par laquelle le li- 
quide qui fournit à la dépense peut entrer dans le vase ; 



{') Quoique dans rcrtains cas il puisse ttre nécessaire d'étudier le jeu précis des nappe* des 
'lifféreDies tranches h orî ion (a les de In masse liquide, en général il suffit, pour le calcul, de savoir 
que les molécules liquides soûl animées de deux mouveinens principaux : le mouvement hori- 
xonlal et le mouvement verticnl , et que ces deux mouvemeus ont la mâmc vitesse quand on part 
de l'élal d'équilibre de la masse liquidf. 
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2' Lorsque l'orifice est clans le fond d'un canal dans lequel est un courant 
(Veau. 

Et pour l'orifice vertical , 

1" Le cas où le plan de l'orifice est perpendiculaire à la direction que prend 
le liquide qui fournit à la dépense ; 

2" Celui où ce plan est parallèle h. celte direction ; 

^" Enfin celui où l'orifice elant parallèle à la direction du liquide, il s'agit 
d'un canal dans lequel est un courant d'eau. 

Nous allons essayer de résoudre ces cinq questions importantes. 

530. Supposons d'abord que la figure ABCDEH (fig. lai), soit une section 
verticale du canal AlfFIl et du vase GDEF , au fond duquel l'orifice «i 
est perce, cette section clant parallèle à la longueur du canal. Supposons de 
plus que la cloison FG qui sépare le canal du vase, ne laisse passer le 
liquide dans ce dernier que par l'ouverture CG, mais avec assez d'abondance 
pour fournir à loule la dépense <le l'orifice ab ; que le niveau LM dans le 
^vase soit le même que celui IK dans le canal , et enfin, que la masse liquide 
soit en équilibi'e de part et d'autre , au moment de l'ouverlurc de l'orifice ab. 

Cela posé , je dis que le liquide ne pourra se mettre en mouvement dans le 
canal, qu'en proportion de récoutemcnt qui aura lieu par l'orifice ab ; d uù 
il suit que , les vitesses des tranches comprises dans le vase FCDE seront abso- 
lument les mêmes que si le niveau était entretenu constant dans ce vase p.Tr 
le moyen indiqué (n" 528) ; seulement , le jeu des nappes , dont on pourrait 
se rendre compte, s'il était nécessaire, seradiflcrent , mais il n'en produira pas 
moins les dcui vitesses simuUances, verticale et horizontale, dans toutes les 
directions , comme dans les cas précédons ; ainsi , la dépense par l'orifice nb , 
dépendra de la formule (267), la hauteur h étant celle CL du niveau LM 
au-dessus du fond CD. 

Les choses, quant au calcul, lesteraient encore les mêmes, si la cloison GV 
n'existait pas; c'est-à-dire si le vase n'était que le canal lui-même, fcimé 
transversalement par la paroi DE. 

531. Soit ABGD (fig. laa), une section verticale faite longitudinalenient 
à un canal contenant un courant d'eau , au fond duquel est percé un orificr 
ab , et demandons-nous la formule qui donnerait la dépense par cet orifice ab. 

Observons d'abord que dans une section verticale menée par le centre de 
l'orifice perpendiculairement au courant, nous aurons les mêmes courbes dc- 
versoircs que dans la fig. i i y (voyez le n" 486) ; car transversalement au canal , 
les molécules liquides ont la même tendance à se mouvoir borizontalcmcnl 
que dans un vase fermé latéralement de toutes parts, attendu qu'une foie; 
|ierpcndicutaire il une autre ne saurait être altérée par ccllç-ci. Ainsi, il ne 
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nous reste plus à uous occuper que de ce qui se passe dans la section longitu- 
dinale ABCD. 

532. Pour ne rien îiasarder sur ce point, délerrainonsj parle calcul, les courbes 
de'versoires ad, bd , en tenant compte de la vitesse du courant. Pourcela, sup- 
posons que le courant soît rci^ulier, et que le fond du canal soit un plan 
horizontal ou afscz peu incliné, longitudinalement, pour qu'on puisse regarder 
les bords de l'orihce ah comme étant dans un plan horizontal ^ sans erreur 
sensible, ces bords étant dans le fond même. Le courant étant régulier , 
nous pourrons supposer la masse hquide dans le canal, divisée en tranches pa- 
rallèles au fond, cl d'une épaisseuv égale à une molécule (n" 460). 

Si h est la hauteur du liquide dans toute la longueur du canal , ou au 
moins aux environs de l'ortlice , si v est la vitesse de la tranche du fond 
(supposé parfaitement poli) duc au courant , la vitesse de la tranche immé- 
diatement au-dessus s'obliencU'a par la proportion (n" 486) 



y/ h : \/ h — i 



- ^k 



de sorte que les vitesses des tranches successives dans le sens de la longueur 
du canal, seront respectivement 



J±i 



. /r: 



//. 



Jh 



.(a). 



Cela posé, considérons que si la vitesse v n'existait pas, les vitesses horizon- 
tales avec lesquelles les molécules se porteraient vers l'orifice ah, seraient 
(n" 486) respectivement 

\/ 2g \/h , \/ -xq \/h - ] , \/ 12 \/ h — 2, \/ig \/ h — 3 , 

Pour les molécules qui se présentent à la dcversoire ad , les vitesses respec- 
tives des ti'anelies seront donc 



(»+ ,/f,^ y II. fr + ,/ »al J ir^^: (. + /ai,)/f 
Il+Z^lVÂEI . ete M. 



PItISCTPES D HTDBaDTMAMIQCB. 

et pour celles qui se prësenlent à la dëversoire bd , 

/* ' /* ' 7Â ' 

533. Maintenant , cherchons IVquation de la courbe «/i , et pour cela rappe 
lons^nous (n' 48fi) que les dislances ap^ pp' , p' p" , elc, sont proportionnelles 
aux vitesses respectives données por la série (c); de sorte que 



PP 



' • C" + /^g) /^ . (■' + /".T) ,'!'- 



/A • /A 



i/a : i/a - , 



oc qui nous montre que les distances a/j, ;»;)', p'p"y etc. , sont dans le même 
rapport que dans le cas où il n'y a pas de courant primitif; nous aurons 
donc la même équation que celle marquée (e) du n" 486; c'est-à-dire que 

cette équation sera 4^tx = ^hy — j' (e), 

534. De même que les rapports des distances ap , pp' , p' p" ^ etc. sont 
iiidépendans du facteur '-r-. , ceux des distances ^^ t Qq' , a' a" etc. 

seront indépendans du facteur --7- ; de sorte que l'cquation de la 

V " 
courbe bd sera la même (l'origine des coordonnées étant un point b , et les 
abscisses positives étant prises de b vers a) que celle (e) de la courbe ml 
dont l'origine est en a et les abscisses positives de a vers b. 

535. II suit de là que, malgré le courant^ les dcversoires présentent les 
mêmes circonstances que dans le cas d'un liqui<le en équilibre avant l'ouver- 
ture de l'orifice dans un vase ordinaire. 

Celte conséquence a quelque chose qui étonne, car il semble au premier 
abord que le courant devrait transporter en avant le sommet d des déver- 
soircs d'une quantité proportionnelle à la vitesse de ce courant , mais le fait 
n'en cet pas moins certain. 

L'équation (257) donnera donc la hauteur d = cd au sommet des de'- 
Tcrsoires. 

653. Maintenant observons que la molécule a sera animée de deux vitesses 
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Tune liot'izon Lulc , égale à y -^- J/ agh, et l'aulre verticale t'égale à |/ 2gh ; 

si donc nous faisons ai proporlionnelle à v + \/ 2yh et l'e à |/ 23/1 , 
riiypolliénuse (le tlu Iriansle rectangle aie , sera la direction que prendra la 
molécule rt, abstraction faite de Taction de la pesanteur pendant le temps que 
cette molécule parcourait la distance ae (n" 5o5). La molécule i sera aussi ani- 
mée de deuK vitesses, l'une horizontale , égale à J/ ay/i — v, et Tautrc ver- 
ticale, égale à \/^^(jh ; si donc ih est proportionnelle à J/ st/A — v, et ie à 

\/^ 2gk, riiypolliénu-sc ic du triangle rectangle bei sera la direction de la 
molécule b. 

537. Il est facile de voir que ci est proportionne! à i> , et que, par consé- 
quent, les droites ne, be se rencontrent au point e, de manière que ie ^ 
ac^a ; car la vitesse verticale est la même de part et d'autre, et dans le cas des 
vitesses horizontales égales, on aurait cg =^ ac =rn ; on a donc cg := l'e = a. 

538. H suit de tout ce qui précède, que l'écoulement qui aura lieu par l'ori- 
fice ab dans un temps donné, sera proportionnel à la somme des volumes 
des deux cilnes ou pyramides qui auront pour hase rorilice ab , et pour hau- 
teur , l'une cd et l'autre ie. 

539. Il résulte donc de tout cela, que le coL'flTicîent de la dépense est 
le même dans le cas d'un courant , que dans celui d'un liquide enfermé dans un 
vase : il n'y a de eliangé que la direction que prend le liquide à la sortie tic 
l'orifice horizontal. 

Enfin , il est clair que la vitesse par laquelle il faut multiplier ce coefficient 
est encore la même que dans l'article n" 5o8 , et que , par conséquent, Vé- 
(juation (26^) donnera généralement la dé/yense par seconde , soit gue le li- 
quide soit enfermé dans un vase , ou gue l'orifice soit percé dans le fond d'un 
canal dans lequel il y anrait un courant quelconque. 

Ne connaissant point d'expériences qui aient été faîtes dans cette dernière 
circonstance , je ne puis vérifier cette conclusion importante. 

5'10. Considérons maintenant le cas d'un orifice vertical, toujours dans l'hy- 
pothèse oii le fond du canal qui fournit k la dépense est au même niveau ou plus 
bas que le bord inférieur de l'orifice. 

Si l'orifice est |«;rcé dans une paroi perpendiculaire à la longueur du canal 
d'entretien, comme le liquide ne peut se mettre en mouvement dans ce 
canal qu'en raison de l'écoulement par l'orifice, il est évident que celte manière 
d'entretenir le niveau constant ne peut apporter aucun changement dans la 
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dépense , et il en serait de même , lorificc étant percé dans une paroi paral- 
lèle à la longueur du canal, si ce dernier était fermé en un bout par une paroi. 
Ainsi, dans ces deux cas, les formules {277) et (279) sont directement ap- 
plicables- 

5(1. Supposons en second lieu que l'oniice soil pcicé dans une paroi latérale 
d'un canal contenant un courant d*cau. 

Dans ce cas, on démontrerait, par un raisonnement analogue à celui du 
cas où l'orifice est percé dans le fond du vase, que l'écoulement est encore le 
même que si le liquide était contenu dans un vase fermé laléralemcnt de 
toutes parts ; ainsi les formules ("277) et (279) sont générales et doivent avoir 
leur application , quelle que soit la vitesse du courant ; seulement la direc- 
tion du liquide à l» sortie de t'oriSce sera dilférente. Rappelons-nous bien 
que dans tout ce qui précède on suppose que le niveau reste constant. 

542. Proposons-nous y a présent j de déterminer le temps c/ue mettrait un 
bassin à se vider y par un orifice percé dans le fond. 

Comme dans ce cas la vitesse et le coefficient de l'écoulement varient à mesure 
que le niveau de la face supérieure du liquide s'abaisse , si nous voulions traiter 
celte question en toute rigueur, nous tomberions dans des calculs trop compli- 



ue nous 



allons 



qucs pour la pratique. C'est pour les simplifier qi 
prendre de la manière suivante. 

Nous calculerons d'abord le temps nécessaire pour faire baisser le niveau 
jusqu'au sommet d (Bg. 117) des déversoires, et ensuite celui qu'il faudra, 
à partir de cet instant , pour que le vase achève de se vider. Voici comment 
nous nous y prendrons : 

La hauteur cd = (^ , sera , dans le premier instant 



d=ih~ a|/ /i {h — à), 

et dans le dernier (n" 49^} nous aurons d =^%. 

Quoique d ne passe pas de la première valeur à la seconde, en suivant 
la loi d'une progression décroissante par différences égales , néanmoins, sans 
erreur sensible, nous pouvons supposer à celle quanliié d cette loi de dé- 
croisseinenl; de sorte que, d'après cette hypothèse, la valeur moyenne de 
d sera la demt-somme des deux valeurs extrêmes; ainsi 



+ '. 



-»/ 



h (k— a) (282) 
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h étant loujours la hauteur du niveau supérieur primitif au-dessus du fond 
du vase. 

Telle sera lu valeur très-approcbëe de d, qu'il faudra mettre (après 
l'avoir calculée numciiquement) dans l'équation (2G6) , pour avoir une va- 
leur moyenne de c. Ces valeurs moyennes de d et de c étant calculées, on 
les mettra dans l'équation (^63) , et on aura une valeur moyenne de N très- 
approchée , que nous regarderons comme le véritable coefficient de la dépense, 
pendant lont le temps que le liquide mettra à descendre jusqu'au niveau du 
sommet des dfîversoircs. 

543. Si au lieu de descendre au niveau du sommet des dcversoircs , k face 
supérieure du liquide ne devait s'abaisser que de la quantité :^ ^ la valeur de 
d au dernier instant de l'ccoulement serait 



et, par conséquent, la moyenne serait 



"). 



d = h — \/h {h -a) + (ft — z) - l/(/t — ;) (A _ r — a). 

C'est d'après cette valeur de d que l'on calculerait c et ensuite N. 

541. Cherchons maintenant l'cspression de la vitesse moyenne avec laquelle 
récoulemenl aura lieu. 

Pour cela, observ«ns que dans le premier instant, la vitcfse (n" So'j) sera 



celle vitesse ne sera plus que 
les deux sera donc 



t lorsque le niveau sera al 



+ ^l.--.~,l 



de la quantité 2, 
la moyenne entre 



3 



,.(a83). 



545. Multiplions cette vitesse par le coëfTicient moyen N (n" 54^), et par 
le temps ( qu'il faudra pour que le niveau s'abaisse de la quantité z ; de plus , 
supposons que le volume de liquide qui se sera écoulé pendant le temps t , 
soit représenté par M : il en résultera 



M = 



4 
^ 4M 



N /'S lv'l'+< 



J. /(,-»+ ,//, _i_jj 



..(284), 
.. (»85), 
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Telle est l'expression appiocliéc du temps nécessaire pour faire baisser le niveau 
de la (juantitc r, celte quanlilé z ne pouvant dépasser h — ^. 

Pour se servir de cette formule, on calculera le volume M d'après la forme 
du vase et la profondeur z; et le coelTicient N de la dépense, d'après la for- 
mule ('^63) , modilîée de la manière qu'il a été dit au n" 542. 

546. Il nous resterait à donner l'expression du temps qu'il faudrait au vase 
pour achever de se vider, depuis le moment où sa f;ice supérieure coïncide 
avec le sommet des déversoires , jusqu'à Tenticre évacuation du liquide ; mais 
celte question est beaucoup trop compliquée pour être résolue ici d'une ma- 
nière rigoureuse , et même avec une certaine approximation. 

Cependant , comme le temps de cet écoulement ne peut pas être d'une longue 
durée, à moins que le vase ne soit très-grand, on arrivera à connaître ce 
temps à quelque chose près, en prenant pour coefficient 0,1 65 X S, qui , 

multiplié par la vitesse ^/ -^ et par le temps t , donnera à peu près 

!a quantité de liquide écoulée dans le temps t. Si donc M est le volume de 
liquide échappé du vase , on aura 

M = o.65xSïv/^, 



d'o& 



,i65xS /- 



i 

. (286), 



pour le temps demandé. 

547. Pour avoir le temps qu'il faudrait à un vase pour se vider par un orifice 
vertical, on modifierait te coefficient ( 278 ) en prenant pour b une valeur 
moyenne entre les valeurs (370) et (272), et pour d une moyenne entre 
les valeurs (271) et -j (n° 52o) , et en calculant ensuite c par l'équaiion 
(276) et d'après les valeure moyennes de 1/ et de d: on arriverait de cette 
manière à un coefficient N , qu'on pourrait regarder comme conslant. On mul- 
tiplierait ce coefficient par une vitesse moyenne entre celle due k la hauteur 
k — G , et celle qui appartiendrait à la hauteur G, c'est-à-dire par une 



vitesse éj^alc à 
ce qui donnerait 



/.g [^fe-G-j- /G] 
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pour l'écoulement pendant un instant ; si donc M est le volume de liquide rq 
fermé dans le vase , au-dessus du point le plus élevé de l'orifice , nous auronj 



d'où ( = ; ,~ .... (287), 

telle sera l'expression assez approchde' du temps demande. 

SAS. La face supcrieuic du liquide étant arrivée au niveau du bord supériel 
de l'orifice, l'LCOulemeut se continuera comme par un déversoir. 

Trouver ie temps que mettrait le vase à finir de se vider, est encore unF 
question que nous ne traiterons point ici, quoique moins compliquée que 
celle du n° 546. Nous la traiterons rigoureusement, ainsi que toutes celles qui 
précèdent, dans des notes à la fin de cet ouvrage, 

.'')4d. Nous avons vu que les molécules liquides, à leur passoge dans le plau 
de l'orifice , se trouvent plus écartées les unes des autres que dans l'intérieur 
du vase , tant dans le plan de l'orifice horizontal (n" 5o6) , que dans celui de 
l'orifice vertical (n" Sau) , et que si ces molécules étaient ramenées à leur ccar- 
temcnt naturel, au lieu d'occuper l'aire S de l'orifice , elles n'occuperaient 
plus qu'une aire égale à K. Or la pression latérale qui a lieu sur les 
molécules, tout autour de l'orifice, et qui^ combinée avec la pression ver- 
ticale, tend à leur faire décrire des paraijoles telles que «M, l/M (fig, 11-^ et 
aCy be (fig. 120), doit nécessairement produire ce rapprochement par tlejré , 
et ce rapprochement doit être complet, à une distance de roiifice à peu près 
égale à celle du point M (fig. 117) ou e (fig. 120) où ces paraboles se ren- 
contreraient si elles pouvaient librement avoir lieu. 

On a observé, en efifot, que le faisceau liquide qui sort par l'onfice, étant 
coupe par des plans parallèles à celui de ce dernier , présente des sections dont 
l'aire va en diminuant j h partir de l'orifice, jusqu'à une distance environ 
égale à la moitié du diamètre de cet orifice. Cette observation a été faite par 
des mesures pre'ciscs el directes, ce qui ne laisse aucun doute sur ce fait. 
Quelques auteurs ont observé qu'au-delà de cette distance égale à environ la 
moitié du diamèlrc de l'orifice, les aires des sections devenaient croissantes , 
et quelques autres semblent nier ce dernier fait; de sorte qu'ils n'admettent 
point de minimum dans l'aire de ces sections. Nous ne chercherons point à 
décider cette question, et sans rien préjuger sur ce point, pour farlliler le 
discours, nous dirons que la plus petite de ces sections parallèles au plan de 
l'orifice , a été nommée section contractes , et contraction de la veine fluide j la, 
différence entre l'aiie de l'orifice et celle de la section conlracti'e. 
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550. Un fait , connu tics riomains, a été constata par Poleni., proCesscnr à 
Pavic, et ensuite par Vcnluri, de Modène ; il consiste en ce que, lorsque 
l'orifice n'est plus en mince paioi, c'esl-i-dire, lorsqu'on ajoute un tuyau d'une 
certaine longueur et de même diamètre que l'orilice, récoulemcnt est beaucoup 
plus abondant que dans le premier cas. Quand l'ajutage est cylindiique , d'après 
les observations de Tabljé IJossut, la dépense est à celle d'un orifice en mince 
paroi 1 1 Si ', Ga , tout étant cgal d'adlcurs ; et d'après celles de Venluri , 
lorsque cet ajutage se compose d'un cylindre d'une certaine longueur, terminé 
par deux cônes tronqués ajustés ensemble base à bise, on peut augmenter la 
dépense jusqu'à la rendre environ 2 7 fois plus grande que par un orifice 
en mince paroi , cl quelques savans prétendent même que ce physicien n'a point 
par ]k atteint le maximum <rcnet dont les ajutages sont susceptibles, et il pa- 
raît que M. Clément est parvenu à augmenter encore notablement la dépense, 
en changeant la forme de t'appaieil de Venturl. 

II me semble que ce fait aurait besoin d'circ vérifié de nouveau ; car déj^ le 
résultat de Venturi est environ i 7 fois plus grand que ce qu'il serait s'il n'exis- 
tait aucune contraction, ce qui ne peut être admis qu'en supposant que l'a- 
jutage, en même temps qu'il détruit entièrement la contraction de la veine 
fluide, a , de plus, la propriété d'accéic'rcr la vitesse de l'écoulement, ce qui 
ne paraît pas possible; car on concevrait plutôt , au contraire , que le frottement 
contre les parois de cet ajutage devrait diminuer cette vitesse. Je ne puis 
décider cette question d'une manière absolue, n'ayant point fait d'expérience ii 
cet efïct ; mais je suis très-porté à croire que le ma.\iuium d'effet d'un ajutage 
doit se borner à la suppression totale de la contraction tle la veine, de sorte 
que dans ce cas, le coefficient N (n"' 5o6 et Saa) doit au plus égaler l'aire 
S de l'orifice, et on doit regarder la vitesse comme étant la même que dans 
le cas d'un orifice en mince pnroi ; et même, pour pouvoir en agir ainsi , il 
faut que le liquide coule à plein tuyau ou ii gueule-bec. 

D'après les observations de l'abbé Bossut , pour que l'écoulement ait lieu à 
plein tuyau , il faut que l'ajutage ait une longueur au moins double de son 
diamètre. D'après d'autres auteurs , cette longueur peut être moindre. 

551. La cause qui détruit la contraction de la veine fluide n'est pas 
connue d'une manière toul-k-fait satisfaisante ; cependant M. Hachette semble 
l'avoir trouvée en l'attribuant à l'adhésion du liquide aui parois de Tajutage ; 
car il résulte des expériences que ce savant a faites ii ce sujet , que quand le li- 
quide est de nature à ne pas mouiller les parois de l'iijutagc, la contraction 
a lieu comme dans le cas d'un orifice en mince paroi, et quand l'adliésion du 
liquide a lieu avec les parois de l'ajutage , la contraction disparaît presque entiè- 
rement ; et si dans ce dernier cas on dispose les choses de manière à ce que la 
surËtce supérieure du liquide soit toujours exposée à la pression atmosphérique, 

37 
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mais que r&oulemcnl ait lieu dans un espace vide d'air, le liquide se détache 
des parois de l'ajulage,et aussitôt la contraction a lieu comme dans le premier 
cas. Si ensuile on donne une légère percussion latérale à l'ajnlagc, le liquide 
adhère de nouveau aux parois , et la contraction cesse. Il parait donc prouvé que 
l'adhcsion du liquide aux parois de l'ajutage est, sinon la seule, du moins la 
pKncipale cause do phénomène qui nous occui». 

552. Le même auteur a observé que quand un orifice est percé dans une 
paroi à surface courbe , la dépense n'est pas la même que lorsqu'il est percé 
dans une paroi plane; la dépense est In plus petite , toutes choses d'ailleurs 
c-jales, lorsque la paroi en contact avec le liquide est coiwexe ; elle aug- 
mente quand la paroi devient plane, et elle augmente encore, si la paroi se 
change en une surface concuiv. 

Ce fait s'esplique par notre théorie ; mais cela nous mcncrait trop loin, et 
nous avons besoin d'abréger. 

11 y a encore une circonstance à laquelle il iàut bien faire attention , 
c'est que lorsque l'orifice n'est ni horizontal ni vertical, la dépense varie dans 
l'un et l'autre cas. Par la même raison que ci-dessus nous nous dispenserons 
de fuire les calculs auxquels donneraient lieu des oriiices situés dans des plans 
inclinés, ces circonstances étant d'ailleurs lrcs-£iciles ii éviter. 



LEÇON IV. 



De la mrsure lic la Tilessc de l'enu dans \i 
longueur; et de la [ircssiun des liquides ci 



lal 011 une rivii-i'c , et dans des Inyaui d'une grande 
«■emeni coulrc des surfaces qui doivent leur résister. 



553. Les questions qui vont suivresont de nature à ne nous pas permettre de 
nous servir de la même théorie que celle qui précède et que j'ai eu l'idée d'établir 
pour l'écoulement des liquides par des orifices percés dans le fond ou dans les 
parois d'un vase, à causedu grand nombre de circonstances qui peuvent modifier 
ou détruire le principe fondamental de cette théorie. Je crois cependant que, 
lorsqu'elle aura été méditée et travaillée par des Iiommes habiles, elle pourra 
servir à expliquer bien des faits qui ne l'ont point encore été. Mais n'ayant 
ni le temps ni les moyens nécessaires pour approfondir cette matière délicate, je 
vais me borner à exposer les résultats des travaux des savans qui ont réuni 
leurs efforts pour arriver aux données que la pratique réclamait. 

554. Cheixhons d'abord a expliquer de quelle manière on peut parvenir h 



rRINClPES D BVDBODTNAMIQPE. 

mesuitr latnlessc moyenne d'un courant d'eau ^ soit dans un canal , soil dans 
une rivière. 

Supposons un pl;in vertical perpendîculaife à la tHreclîon du courant , les 
molécules Ikju'uIcs sitiices tlans ce plan n'auront pas la même vitesse, pas même 
celles qui se trouveront sur une même droite Iiorizontnle. On a reconnu, en 
cflbt, que les vitesses des molécules situc'cs sur une même droite horizontale 
sont plus petites vers les bords de la rivière que dans le milieu de sa largeur où 
est le maximum. On conçoit qu'il en doit être de même , à plus forte raison , 
pour les mole'cules qui sont situ(^es sur une même verticale; car , si le fond du 
canal ou de la rivière ne diminuait pas la vitesse des tranelies qui en sont les 
plus voisines , ces tranches seraient les plus vîtes, et la vitesse irait en décrois- 
sant régulièrement jusqu'à la face supérieure du liquide. Mais il parait que le 
frottement cl la cohésion du liquide, pour le fond ou pour lui même, occasion 
nent un retard considérable dans les tranches inférieures, et comme ces causes 
de retard ne sont point encore connues de grandeur , il s'ensuit que l'expérience 
seule peut nous conduire d'une manii;re plus ou moins approchée à la mesure 
de la vitesse moyenne d'un grand courant d'eau, laquelle vitesse doit varier avec 
les crues ou les décrues de la rivière. D'où il suit que lorsqu'on mesure la vi- 
tesse moyenne d'une rivièrC) il faut indiquer la hauteur des eaux au moment 
de l'observation, de sorte qu'il serait nécessaire d'avoir cette vitesse moyenne pour 
les hauteurs les plus remarquables auxquelles la rivière peut s'élever dans les 
différentes époques de l'année , pour rendre cette mesure véritablement utile. 

De tous les moyens qu'on peut employer pour mesurer celle vitesse moyenne, 
le meilleur serait, sans contredit, de recevoir dans un bassin ta quantité d'eau 
qui pourrait couler dans un temps donné , et de diviser cette quantité par 
Paire de la section droite du courant ; mais ce moyen est rarement praticable. 
C'est pour cela qu'on a imaginé plusieurs méthodes plus ou moins directes que 
la première dont les deux plus remarquables sont les suivantes. 

La première consiste è descendre verticalement un tube 'a deux branches de la 
forme acefdb (Ijg. 123), h la profondeur des tranches dont on vcutmesurer la 
vitesse moyenne. La branche horizontale est tournée en sens contraire du 
courant, pour que l'eau s'introduise dans la branche verticale. 1! est clair que la 
vitesse moyenne de toutes les molécules qui jjcuvcnt s'introduire dans le tube 
sera égale à celle due à la hauteur à Ia([»clle leliquîde s'élèvera dans la branche 
verticale. Ainsi h étant cette hauteur, depuis le centre de pression sur l'o- 
rifice de ta branche horizontale jusqu'au point où le liquide est parvenu dans 

la branuhc verticale, la vitesse moyenne cherchée sera J/ sgh. On fera la 
même opération en difTérons points de la section droite du courant, tant sur la 
largeur que sur la hauteur -, on fera la somme de toutes Us vitesses qu'on aura 
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[l'Ouvres, et on divisera celle somme par le nombre d'opérations : le quoti' 
sera la vitesse moyenne plus ou moins eiaclement. Bulidor trouve ce moyen t 
commode , après en avoir fait usage lui-même. 

Pour assiijctir ce tube, imagine parPitot, on pourrait employer une ' 
de fer assez longue pour pouvoir s'enfoncer de quelques ceulimctrcs dans ! 
terre du fond , ce qui prrrmetirait de le maintenir par en haut dans la situation 
verticale , et ii la profondeur qu'on voudrait , dans la section droite du 
courant. 

Le second moyen a pour objet de donner d'un coup la vitesse moyenne des 
filets dans le sens vertical dans presque toute la profondeur de la rivière. Pour 
cela , on emploie une règle ou triangle de bois, qu'or; leste à l'eslrémitc 
inférieure, pour la faire flotter dans une position à peu près verticale, 
un peu au-dessus du fond de la rivière, La vitesse de la règle , supposée 
toujours verticale j est, à chaque instant, égale îi la vitesse moyenne des 
molécules qui la font avancer. En mesurant donc l'espace parcouru par celte 
règle dans un temps donné , on obtient celte vitesse moyenne. Ainsi, en pla- 
çant cette règle dans dilTérens points de la largeur de la rivière, mesurant tes 
espaces qu'elle peut parcourir dans le même temps dans ces diverses positions, 
faisant la somme de tous cesespiaces, et la divisant parle nombre d'opé- 
rations , le quotient sera un espace qui sera proportionnel à la vitesse moyenne 
du courant total. L'auteur de ce flotteur, M. Thvodorc Uonali, a mesuré de 
celte manière la vitesse moyenne du Pô, en i8i i et i8i5. « Dans ce fleuve, 
les tiges se sont maintenues verticales , et n'ont pas tourné sur elles-mêmes , 
malgré l'addition d'une pelile aile rectangulaire de six centimètres de hauteur 
sur douze de largeur, placée latéralement dans le bas , et formant pour ainsi 
dire girouclle ; quelle que fût la position initiale de celte aile relativement au 
courant , celle position n'a pas changé pendant le transport des liges. M. Bonati 
a observe que dans les endroits où le fleuve est le plus profond , et surtout près 
des rives , on voit quelquefois les liges s'incliner un peu en avant (M. Ha- 
chette, ouvrage cité précédemment), n 

555. Ces deux moyens de mesurer la vitesse moyenne d'un courant , sont les 
meilleurs de tous ceux qu'on a imaginés jusqu'ici ; mais on ne peut disconvenir 
que leur emploi ne soit long, diflicile , dispendieux, en même temps que les 
résultats qu'ils donnent ne sont jamais d'une grande esaclilude. C'est pour cela 
que nous donnerons les formules suivantes, ]>our les déterminer par le calcul 
avec tout autant d'cxaciiiudc , pour le moins , et beaucoup moins de frais. Ces 
formules doivent d'autant plus inspirer de conti.Tncc , qu'elles sont dues au ta- 
lent bien reconnu du savant M. de Prony , et qu'elles sont déduites des 
résultais de l'expérience. 

Supposons qu'il s'agisse d'un canal cylindn([uc dont l'oire de la section droite 
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soit s ; C le conloiir de celte section; P la pente par mèlrc de longueur « 
et V b ïitessc moyenne de ta section par seconde de temps , cxpiirnée en 
mètres, on aura 

V — — 0,07 + ^/o,oo5 + 3-233 X Ç... (288) , 

SP 
ou en ne prenant que le terme 3a33 ^ -p qui est sous le radical , 

V = 5, l/^ (,89). 

556. S'il s'agissait d'une grande rivière , on aurait 

V ^ — ■ Ojo33 + J/ 2737,013 X -jr + 0,0034.... (390), 

SP 
ou en ne prenant que le terme affecté de yr sous le radical , 

V = 52 l/^ (.9.). 

Ou voit que celte formule diffère peu celle marquée (289). 

557. Si U représente la vitesse du courant à la surface supérieure de 
l'eau, V étant la vitesse moyenne, on aura 

V = I V (=9a). 

Pour avoir la vitesse moyenne de la section droite du courant , il faudra 
donc mesurer la vitesse moyenne ù la surface supérieure de l'eau , et en 
prendre ensuite les ^. 

558. Supposons qu'il s'agisse d'une conduite d'eau cylindrique d'une grande 
longueur , et nommons 

h !a chari;c d'eau sur l'orifice inférieur de la conduite ; 

d le diamètre de cette dernière ; 

l sa longueur en mètres , et 

V la vitesse moyenne cherchée , on aura 

V = 26,79 X »/y (293). 

Celte formule s'accorde avec 51 expériences faites à diverses époques par 
Couplet , IJossut et Dubuat, et diffère peu, en plus, de quelques autres eipé- 
riences rapjiorlécs par M. Hachcltc. 
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559, Il est êvidcnl que , connaissant la vitesse moyenne d'tin courant 
rjttclconque, on aura la quantité d'eau conlcc iluns une seconde de temps , eu 
njiillijtlinnl celte vitesse par Taire de la section droite de ce courant. 

/)(jO. I,a formule ("jgS) n'est pas applicable seulement li une conduite iccli- 
lignc, mais à toute conduite fcritiéc dont la direction présenterait des sinuosite's, 
tant en projection lioiizonlale qu'en projection verticale. Il parait, cependant, 
que l'on doit Ci'itcr mvc soin lespenles et fw co»(ra-;)eH(fij^ c'pst-à-dire, qu'il 
faut toujours que la conduite présente dans tous les points de sa longueur 
sa conve.\ilé au pian horizontal mené par son point le plus bas, de sorte qu'au- 
tant que possible ïl faut égaliser la pente, et même éviter les trop grands dé- 
tours en projeclitin horizontale ; car le mouvement du liquide sera toujours plus 
libre, et le travail scxécutera avec |)lus de facilité et d'économie. Les con- 
duites qui vont prendre l'eau à tin point élevé, qui la dirigent dans un fond 
pour la fiure remonter Ji un autre point moins élevé que le point de départ , se 
liommcnt conduites il syphon. La formule (agS) de AL de Prony est donc ap- 
plicable à ces sottes de conduites fermées , h étant la différence de niveau entre 
le point de départ et le point d'arrivée. Il parait que les pentes et les contre- 
nenles dans les conduites à syphon, sont préjudiciables, parce que l'air qui s'in- 
troduit dans la conduite avec l'eau produit des phénomènes inconnus quidé- 
rangenl le mouvement du liquide, et le calcul se trouve en défaut, 

56U Quoique le frottement sur les bords et sur le fond des rivières dérange 
la loi naturelle des vitesses des filcls liquides, on peut cependant conclure de 
celte loi , que les vitesses moyennes de deux rivières qui auront la même 
pente , ne seront égales qu'autant que les sections droites de ces rivières seront 
à peu près équivalentes , el que les profondeurs moyennes seront à peu près 
égales, car la pente n'est pas la seule cause de la vitesse moyenne, puisque la 
pression résultante de la hauteur du liquide au-dessus de chaque molécule y 
(onlril)ue Ixiaucoup. La formule (291) de M. de Prony , tient compte en effet 
de celle profondeur, puisqu'il y entre le contour et l'aire de la section droite du 
rouranl , et que ers deux quanlités dépendent de la profondeur de la rivière à 
l'endroit de celle section droite ; d'ailleurs , l'observation faite sur plusieurs ri- 
vières confirme celle conséquence naturelle des propriétés des liquides. 

5G2. L'unité dont on se sert pour la distribution de Peau dans les villes , est 
ce qu'on appelle le ;johcc des fontainims ; qui revient k une dé|jcnse de 
jq™,2 cubes en ^4 heures, d'après il. de Prony. 

ConTiaissant la hauteur h du centre de pression de l'orilicc du tuyau qui doit 
produire cette dépense en vingt-(|ualre heures, l'écoulemenl devant avoir lieu à 
plein luyau, il sera toujours facile de calculer la vile;^se de cet écoulement, el de 
déterminer ensuite le diamètre de *el orifice par la formule (agS) pour que 
ce tuyau donne le pouce des fontainicrs, ou 19"', 2 cubes en 24 iieures. 
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Hc 1.1 pivision lies liquides pu inoin'cmciil conli'p des siiificcs (jui duiirul Imr rc'si,sl<r. 

5G3. La pi-cssîon contre un plan pnrallclc au couinut esl la mCme mtc si 
le lit/uide était en >vpos. 

En efli'l , la vilcssc du courant iSlant perpendiculaire à la pression trans- 
versale, ne saurait changer celle dernière, et nous avons vu (n" 5,^o) (pi'cf- 
fectivancnt dans ce cas , rt^coulenient p:ii' un orifice vertical (ilait le même 
f]ue daus le cas d'un liquide enfermé dans un vase. 

5G4. Cherchons ta pression exercée par un co:irnnt d'eau contre un plan 
vertical fKrpendiculaiiv h sa diixction. 

Pour y parvenir, soit AH ((i^'. ia3), un plan vertical opposé à un cou- 
rant CAED ; si nous supposons ce plan percé d'un orifice nU , cl qu'à cet 
orifice nous ayons adapli? un lubc recourhc acefdb de même diamètre , ouvert 
par les deux bouts, il est clair que In pression qui aura lieu à l'endroit de 
l'orifice sera e'gale à l'aire de cet orifice muUipliée par la hauteur o/«, au- 
dessus du centre de pression de ce dernier, à liiquL'lIc le liquide s'élèvera dans 
la branche verticale ce du tube et par !a densité du liquide. 

Or, si Ton imagine l'aire du plan AB divisée en un certain nombre de carrés 
égaux pris pour unilé de surface, et qu'on ait appliqué un tube retourbé 
semblable au précédent , à chacun de ces carrés , ayant la même ouverture , et 
qu'on ait mesuré la hauteur dans chaque tube, h laquelle le liquide s'élèvera, 
en représentant par /i, h' , /t", A", etc., la suite de toutes les hauteurs mesu- 
rées, l'iiiie de l'orifice du tube étant l'unité, el la densité étant représentée 
par d , la pression totale sera 

d {h -f h' + h" + /,"■-(- etc.).... ». 
Soit H le nombre d'uniU; supcvlîcieilc du plan fixe AU, ou le nombre des 
tubes appliqués, et H le nombre par lequel il faudrait multiplier n , ou l'aire 
du plan Alt, et la densité du liquide pour avoir la pression totale; nous aurons 

nlld = d (lt+ h' + h" + A-, clc.) 

ou »iH = h + h' -\- h' -i- /.- -|- etc. 

,, . II '' -^ ' '' + '•■" + ''" ' + e"^' / /^ 

dou U =^ j^ .-.. (394;. 

Ainsi on voit que le nombre H est éi:al à fa somme des hauteurs me- 
surées divisée par leur nomljre , c'est-à-dire que II est la hauteur moyenne 
entre toutes les hauteurs mesurées dans les tubes. 

Cette hauteur moyenne H ne peut s'obtenir que par l'expérience , au 
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moyen du lube recourbé ci-dessus, qui n'est autre que celui de Piiol, et 
elle sera d'aulanl plus exacte, qu'on aura fait un plus grand nombre d'opéra- 
lions , cl que les points des stations seront distribués plus uniformément dans 
l'espace que doit occuper le plan fixe. La Bgure 124 indique la section droite 
AIÎCDE d'une rivière, et les cercles rt , t, c, d, e ,f, g , h ^l i représcnlcnt la 
disposition qu'il conviendrait de donner successivement à rorifice du tube de 
Pitot, pour avoir une exactitude sullisante. 

Si ensuite on nomme S l'aire de ce plan fixe , quelle que soit sa fori 
et P la pression qu'il éprouve , nous aurons enfin 
P = Sdll (agS), 

565. La vitesse due à la hauteur moyenne H est |/ 2g\l , si donc \ 
est cette vitesse , nous aurons 

V^ — 23H, d'oîi H = ^ fa96). 

Si nous substituons cette valeur de H dans l'équation (agS) , il nous viendra 

tVoli Von voit que la pression est proportionnelle au carré de la vitesse due il 
la hauteur moyenne donnée par Vélêvatioa du liquide dans les tubes. 

56G, 11 faut bien faire attention de ne pas confondre la vitesse V avec la 
vitesse moyenne ; car V* est la somme des carres des vitesses partielles di- 
vbée par le nombre de ces vitesses partielles, et non le carré de leur somme, 
ce qui est bien différent. 

En elTet, nommons v, v' , v" , v', etc., les vitesses dues aux hauteurs 
A, h' y h"fh'j etc.; nous aurons 

h = — , A = — , h = — , A :^ — , etc.. 
aj' ag' aj' aj ' ' 

et en substituant ces valeurs et celle de H dans l'équation (3g4) , il nous 
viendra, toutes réductions faites 
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tandis que la vitesse moyenne serait 

y, _, '■ + ■'' -f- "" + y" + eic- 

et par conséquent son carré 

y,, _ (,.+ B'-t-i,"-j-t^'H-etc.r 
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567. Si la trace honzonlale du plan fixe est toujours perpendiculaire a ta 
direction du courant , quelle que soit d'ailleurs Vinclinaisou de'ce plan, la 
pression horizontale qu'il recevra sera le produit de la hauteur moyenne H , 
nuiltipliée par l'aire de la projection du plan fixe sur un plan vertical qui 
aurait la même trace horizontale que ce plan fixe , et par la densité du liquide. 

Cela est facile à coiiiprciulre , car s'il s'agissait du plan inclirH' EF (fig. i 23), 
il est clair que l'effet ilc ce plan se l)orncrait à résî&tcr k la pression horizontale 
que recevrait le plan vertical EA (qui est sa projection verticale ) , s'il n'existait 
pas; la pression horizontale de ce plan incline sera donc la hauteur moyenne 
H , mesurée comme au n" 5C4 , multipliée par Taire du plan vertical EA , et 
par la densité du liquide, comme il fallait le démontrer. 

568. Quant a la pression perpendiculaire a ce plan fixe , quelle que soit 
d'ailleurs sa situation , elle sera égale a l'aire même de ce plan , multipliée par 
la densité du liquide , et par la hauteur moyenne H mesurée comme au n" 564, 
dans l'étendue de la projection verticale de ce plan fixe , sur la section droite du 
courant. 

Ceci se démontrerait facilement d'apri;s ce qui précède, et par analogie à ce 
qui a été dit sur la pression des liquides maintenus en équîllhrc dans des vases. 

569. Si l'on supjwse une surface courbe quelconque fixe, et frappée par 
uncourantj on pourra riiiiaginer divisée en petits carres clémcnlaires qu'on 
regardera comme plans ; or, d'après la dernière proposition , chacun de ces 
étémens aura une pression normale proportionnelle à son aire et à l'élévation 
du liquide dans le tuhe de Pltot qui correspondrait à sa projection dans la sec- 
tion droite du courant. 

570. Il suit de là que la pression normale que recevra la surface courbe en- 
tière , sera l'aire de celte surfice muUipl iée par la densité du liquide et |)ar la 
hauteur moyenne li, mesuree toujours dans l'étendue de la projection de la 
surface sur la section droite du courant. 

571. Quant à la pression horizontale et parallèle au courant, elle sera la 
même que celle de la projection de cette surface sur le plan de la section 
droite de ce courant. 

Nous terminerons celte section par la table 'suivante des expériences faites par 
Smeaton, ingénieur anglais, sur la pression des dilTérens degrés du vent 
contre une surface plane perpendiculaire à sa direction. 



Contenant les vitesses et les forces du vent , suivant les difféi-ens 
dont il est appelé. 




VITESSE 


DU VENT 


FORCE 


FORCE 


DÉSIGNATION 


PAR SECOHOE 


piïci anglai, i^ini; 


sur un 


"""'"■ 


■ 




piiTli anglaÎJ. 


„,,™. 


avoir du poids. 


"'"— 


LA FOKCE DU VENT. 


^ff■ 


0,4T«" 


0,005"' 


k.lag 

0,0244 


A peine scnslljlr. 


2,93 
4,40 


0,893 
1,341 


0,020 
0,044 


0,0976 
0,2147 


Brijeldsère. 


5,87 
7,33 


1,789 
2,234 


0,079 
0,123 


0,3855 
0,6002 


> Vcm frais. 


14,67 
22,00 


4,471 
6,706 


0,492 
1,107 


2,4009 
5,4022 


' Vent biin frais. 


29,34 


8,963 


1,968 


9,6038 


1 


36,67 


11,177 


3,075 


15,0060 


' Forte Irise. 


44,01 


i3,414 


4,429 


21,0135 




51,34 


15,648 


6,027 


29,4118 


' Vcm impaufui. 


58,68 


17,886 


7,873 


38,4902 
48,6194 




60,01 


20,120 


9,963 




33,35 


22,357 


12,300 


60,0240 


Timpiie. 


88,02 


26,828 


17,715 


86,4492 


Grande tempûle. 


117,36 


35,771 


31,490 


153,6712 


Our.igan. 


146,70 


44,714 


49,200 


240,0960 


0^nH.n '^'^'^^^_^^'''^J"^^^ 
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SECTION CINQUIÈaiE. 

THÉORIE g£>ÉRALE 

DE UL RÉSISTANCE nES CORPS SOZ.IDZ:S. 



LEÇON I. 

Prélimioaires. 

572. Les matériaux qu'on emploie dans la tonstruclion tics cdifices et ccllcdcs 
machines, sont exposes à des cTorls qui tendent à les allonger, les acconreir, le!^ 
infléchir, les tordre ou les couper en deui parties qui glissent l'une sur l'autre 
dans la direclion de la force qui produit la rupture. Dans chacune de ces circons- 
tances, rénergic avec laquelle les solides s'opposent à l'action de la force qui agit 
sur eux , est ce qu'on appelle leur i-êsistance. 

573. Nous distinguerons donc plusieurs geni-es de résistances , savoir : 
1" liO résistance à rnllongcmenlou à l'extension ; 

2" La résistance à l'accoureisscment ou k la compression ; 

3" La résistance à la flexion; 

U" La résistance à la torsion; 

5" Et la résistance au glissement des parties l'une sur l'autre. 

574. Dans chaque genre de résistance il faut distinguer deux cas ; celui où 
l'ellbrt cstsur le point de rompre le corps, et celui où il ne produit qu'un chan- 
gement Ircs-faihlc dans la forme primitive du solide. Dans ce dernier cas nous 
donnerons «i la résistance du corps le nom de résistance stal/le,\iow faire en- 
tendre que la force qui produirait ce fàiltle changement dans la forme du corps 
ne pourrait le rompre quelque prolongée que soit son action. Dans le second 
cas nous lappelerons résistance a la rupture pour indiquer que cette rupture 
est sur le point d'avoir lieu. 

575. Le cas le plus important est celui de la résistance stable; car dans ia cons- 
truction , tant des édi6ccs que des machines, il est évident qu'on ne doit charger 
les matériaux^ que jusqu'au point de ne produire qu'un très-petit changement 
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aaa cocus de cossTnrcTloî*. 

et l'allongfineiil ou l'accoui-cissement ne serait pins proportionnel à la foB 

appliquée. 

583. De lail résulte qiCun corps élastique résistera d'autant plus qu'il se/a 
plus étendu ou comprimé, pinsque le même corps élastique peut faire équilibre 
il des forces différentes , en s^allon{>cant proportionnellement k ces mêmes forces. 

584. Si à deux prismes élastiques homogènes de même l>ase mais de longueur 
différentes, on applique la même force parallèlement à leurs longueurs, les 
deux prismes s'allongeront ou s'accourciront proportionnellement à leurs 
longueurs, de sorte que, si l'un des solides est dix fois plus long que l'autre, il 
s'alongcra ou s'accourcira dix fois plus que celui-ci; d'oîi l'on voit que sur 
les corps élastiques , une même force peut produire des effets différais, cette force , 
néaiutioitis j agissant toujours de la même nuuiièi'e. 

On peut expliquer cette espèce de paradoxe, de la manière suivante : 
Supposons un prisme élastique suspendu par un bout, el chargé d'un poids 
à l'autre : l'efl'et de ce poids sera d'écarter la tranche transversale de molécules 
situées à l'endroit où le poids est appliqué de la tranche transvei-sale de molé- 
cules infiniment voisine, d'une quantité égale à l'écartement que pourrait pro- 
duire le poids sur ces deux tranches de molécules, si elles existaient seules. 
Ensuite, rélasticité réagissant avec une force égale à la traction produite par 
le poids, tendra à rapprocher ces deux premières tranches de molécules, et 
comme le poids, en persévérant, s'oppose à ce rapprochement, la seconde tran- 
che, étant attirée par la première attirera la troisième delà même quantité ; 
celle-ci attirera la qualricinc , celle-ci la einquicme , et ainsi de suite pour toulcs 
les autres tranches, parce que la réaction est toujours égale it l'action; d'où Ton 
voit que le premier écartemcnt se répétant entre toules les tranches , l'allongement 
total sera proportionnel au nombre des tranches, et (>ar conséquent à la lon- 
gueur du solide, comme le donne rcxperience. Ou dcmonlrerait la même chose 
pour le cas de raccourcissement. 

585. On appelle ^6»-c une suite de molécule consécutives placées sur une même 
ligne droite parallèle à la longueur du solide. 

58G. Cela posé , supposons qu'une force parallèle à la longueur d'une 
fibre allonge ou accourcisse cette fibre de la n""" partie de sa longueur; il est 
clair que pour allonger ou accourcir deux fibres homogènes, de 1» même quau- 
tité, il faudra une force double; pour trois fibres une forces triples; pourquatrc, 
quadruple, et ainsi de suite; d'où il résulte que la résistance à l'allongement ou 
â raccourcissement d'un prisme élastique quelconque^ est proportionnel au 
nombre des fibres qui composent ce prisme, et par conséquent à l'aire de sa 
base. 
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Si donc s est l'aire de la base ou de la seclion droite d'un prisme, P la force 
tjui l'allongerait ou raccourcirait de la n""^ partie de sa longueur; si d'un 
autre côté S' est l'aire de la base d'un autre prisme de même matière que le 
précédant, e la force qui l'allongerait ou raccourcirait de la n"'" partie de sa 
longueur^ on aura 



w- 



Supposons maintenant que la baseS' soit l'unité de surface, un mètre carré, 
par exemple; la formule (a) deviendra 



P = eS.. 



C3oo) 



Celte formule fera connaître la force P nécessaire pour allonger ou accourcîr 
de la n'"" partie de sa longueur le prisme dont S serait l'aire de la hase , 
pourvu que l'on connaisse, par expérience, la force c nécessaire pour allonger 
ou accourcir un prisme de même nature de la n""' partie de sa longueur, 
sa base étant l'unité de surface. 

Il faut entendre que la forme de la section droite S du prisme dont on de- 
mande la résistance stable est quelconque. 

587. La formule (3oo) précédente servira aussi pour calculer la résistance à 
la rupture, tant pour le cas de l'extension que pour celui de la compression 
pour un prisme quelconque, pourvu que , dans ce dernier cas, la longueur 
du solide soil assez ])etitc pour qu'il puisse s'écraser plutôt que de prendre 
une certaine llexion sous faction de la force comprimante ; seulement 
la force e, au lieu d'être celle qui allongerait ou accourcirait de la n™* 
partie de sa longueur , le pri>nie dont la base est runité de surface^ il 
faudra prendre la force nécessaire pour rompre ce solide. Par la suite nous don- 
nerons la valeur de e pour tous les -cas. Pour le moment il n'est question 
que de la théorie. 

588. Si^posons un prisme dont Vaire de la base soit S, I sa longueur, et 
<fue ce prisme ne dowe éprouver ijuiui allongement ou tut accourcis sèment absolu 
représenté par a, et proposons-nous de trouver la force nécessaire pour pro- 
duis cet effet. 

Pour ccl;i , observons que si le prisme devait s'allonger ou s'accourcir de la 
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n""' parlic <1e sa iongucur, c'est-à-dire tle la quantité - , par la ronimlfî 

(3oo) nous aurions , 

P = tS (»), 

txi nommant P la force qui produirait cet eflel, 

Mais comme l'allongement ou raccourcissement doit être de U quantité 
absolue a , et que (n" 58 1} les altongcmcns et les accourcissemcns d'un même 
prisme élastique sont proportionnels aux forces qu'on y applique, en nom- 
mant P' la force qui produirait l'allongement ou raccourcissement n, nous 

l aP>i 

aurons -!«!!?! P' ^ — ;-. 



Si dans cette expression on met la valeur (a) de P ci-dessus, il nous viendra 



enfin 
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pour la force cherchée , e étant la force qui, sur Tunité de base, allongerait 
le solide de la n""^ partie de sa longueur. 

589. Supposons un autre prisme de même nature que le précédent, dont P" 
serait la résistance à la tension ou à la compression , S' Taire de sa base , et /' 
sa longueur , et que l'allongement ou raccourcissement doive être aussi de la 
quantité a , nous aurons (n" 588), 

,,„ ûenS' . . 

ï = -ir ^<i- 

Si nous comparons ce résultat à celui (ft) du n" 588, nous Terrons que 
. S . S' . . 



P' : P" 



et pi 



7 . 7 .. ^'s : «■ (3oi) 

309. Si les forces P', P" étaient égales, nous aurions 

S : S' :: / : i (joa), 
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c'est-à-dire , pour que deux prismes de même natiuv ne s'allonyenl ou ne 
s'accouixissent que de la même quanlité par Vaclion de la même force , il faut 
que les aires de leurs bases soient proportionnelles à leurs longueurs. 



Dr k ivïUlancc stable pour une section di'oîlc qurlcûiiiiie d'iin jifisnie ou cylindre , suppose sans 
pcuoteur , encastre par un bout et soumis à une force perpendiculaire à sa longueur , appliquée â 
l'exti'dmilc libre. 



591 . Sitpiiosotis un prisme ou im cylindre AECD (yîj. r25) encastré horizon- 
taleaient par le bout AD, dans un plan inébranlable GH et charge a l'extrémité 
lilire]iC d'iui certain poids P. 

Par l'efTct île ce poids , le corps s'alwisscra par le Loiil lîG , pour prcruîre la 
courbe eL la position AB'G'D. Pour le nioniciit, nous ferons abstrai:tion de la 
courbure , pour ne consiiftfcr (|ue ce qui se passe dans une de ses sccLions droites, 
celle EF , par exemple , qui se trouve en un point E quelconque de la longueur 
du solide. 

En examinant ce qui se passe dans celte section EF, on verra que l'cfièt du 
poids P sera d'aloogcr les fibres situées vers la faee supérieure ou convexe AB' , 
cl d'accourclr celles situées vers la face inférieure ou concave DC ; d'où l'on 
voit qu'il doit exister , et il existe en c^ei , une file de libres composant une 
lame infiniment niînce, dont l'intersection avec la section droite peut être 
regardée comme une ligne droite, située entre les points F, E dans ré|>aisseur 
du solide, pour lesquelles il n'y a ni extension ni compression; de sorte que 
cette lame de fibres n'oppose aucune espèce de réiislance à l'action de la force P : 
c'est pour cela que nous donnerons à cette lame, le nom de lame neutre. 

La ligne droite d'intersection de cette lame neutre avec le plan de la section 
droite du solide est évidemment un axe autour duquel les libres allongées et 
celles accourcies résistent à l'action du poids P; cet axe , nous le nommerons ajx 
d'équilibre ou axe neutre. 

592. Il est évident que par l'action du poids P , les fibres s'allongent ou s'ac- 
courcissent proportionnellement à leurs distances à l'axe d'équilibre ; or.refibrt 
nécessaire pour alongcr ou aceourcir une fibre élastique (n" 5%'i ) est propor- 
tionnel à l'idongement ou à l'accroissement qu'elle doit subir; de plus (n"5S3) 
une fibre réagit avpc une force égale à celle qui l'a alongée ou jiccourcic, par 
conséquent, la résistance de chaque fibre sem proportionnelle a son cloitjnement 
de l'axe d'équilibre. 

593. La résistance totale du solide est évidemment égale à la somme des 
momcns des résistances des ûl«-c5 aloiigces, par rapport à l'axe neutre do ré- 
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sistancc, plus celle des momcns, par rapport*au même axe, des résistances des 
fibres accourcies. Oi", les résistances des fibres, tant en compression qu'en 
extension, sont des forces parallèles, même après que le corps s'est courbé 
d'une manière sensible ; par conséquent la somme de leurs momens sera égale h 
la somme des résistances des fibres en extension multipliée par la distance du 
centre des forces parallèles par rapport a taxe neutre (n" 84). U en sera de même 
pour la somme des momens des fibres en compression. 

594. Supposons, k présent, qu'un prisme ou cylindre quelconque soit en- 
castré dans un plan inébranlable MN (fig. 126) comme il a été dit (n** Sgi). 

Soit crf l'axe neutre de la section EF; si Ert est l'allongement de la fibre la plus 
éloignée de cet axe, en menant un plan cad par le point a et l'axe neutre cd , 
il est clair que le volume du solide en forme de coin acd^ , sera égal k la somme 
des allongemens de toutes les fibres en extension , et j par conséquent (n" 392), 
la somme des résislanees de toutes ces fibres ; la somme des momens de toutes ces 
résistances par rapport à l'axe d'équilibre sera donc égale au moment de ce solide 
par rapport au même axe, c'est-à-dire ou volume de ce coin multiplié par la 
distance de son centre de gravité au plan horizontal mené par Vaxe neutre 

En raisonnant de la même manière sur les fibres en compression, et sur 
le coin cbdF , on verra que la somme des résistances des fibres en compression 
est égale au volume de ce coin, et que la somme des momens des résistances de 
toutes ces fibres comprimées est égale au volume du même solide mutliplié par 
la distance de son centre de gravité, au plan horizontal mené par l'axe neutre. 

595. Cela posé, représentons par c le volume du solide qui représente les 
allongemens, et par *; la distance du centre de gravité, du même solide, par 
rapjïort au plan horizontal mené par l'axe neutre; le moment de ec solide sera 
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Appelons de même v' le volume du solide qui représente la somme des ac- 
courcissemens des fibres en compression , et g' la distance du centre de gra- 
vité de ce solide par rapport au plan horizontal mené par Taxe d'équilibre, le 
moment de ce dernier solide sera 
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Maintenant observons que le poids P suspendu à l'cxlrcmilé libre BC du 
prisme encastré est obligé, d'une part , de faire équilibre à la résistance de 
toutes les fibres en compression, et de l'autre part à la résistance de toutes tes 
fibres en extension, et nous verrons que si E représente le moment total de 
toutes ces résistances autour de l'axe neutre , il en résultera que 



E = 1 



(c). 
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596. Lorsqu'il y a équilibre entre la résistance du solide et l'aclion du poids 
P suspendu à son extrémité libre, i! faut nécessairement qu'autour de l'axe 
neutre cd, le moment résultant des fibres en extension soit égal à celui des 
fibres en compression; car sans cela cet axe ne pourrait rester fixe, et par 
conséquent l'équilibre entre la résistance du solide et l'action de la force P ne 
pourrait avoir lieu, ce qui serait contre noire hypotliêse. 

Ceci est d'ailleurs prouvé par l'expérience. En ciTet, d.ins le bois, par exemple, 
lorsque le poids P flécbit le solide au-delà de la Umile de son élasticité parfaite, 
en augmentant ce poids, on voit l'aie neutre changer de place , parce qu'une 
Ibis l'élasticité allérée, le rapport des résistances entre les fibres en extension 
et celles en compression change, et les momens de ces résistances cessant d'être 
égaux, l'axe neutre cbange de place, jusqu'à ce que cette égalité soit rétablie el 
qu'il y ait équilibre de nouveau, entre la résistance totale du solide et l'action 
de la force P. 

597. Il suit de là que généralement nous pourrons égaler les expressions (a) 
et (i) ci-dessus , et nous aurons 

vg = v'g' (3o3), 

ce qui réduira l'équation (c) à 

E := 2vg C3o4) ; 

d'oii l'on voit que, pour acoir Félasticité qui se déi'eloppe dans un» section 
droite quelconque du solide, il sujfîrade s'occuper du moment du coin dont te 
volume égale la somme des résistances des ^bres en extension (*). 



(') Les auteurs qui ont Iraiiè le mcrac sujet l'ont fait ea employant le calcul inntiiticinial , fjni 
les a conduits i. une Tormule générale qui eat ici remplucèe par celle (3i>4) que nous venons de 
trouver. Voici comment ou peut trouver la formule difTérencitlIe. 

Prenons pour l'axe des ab&ciies l'axe d'équilibre»^ lui-même ; et pour l'origine des coordonnées 
rectangulaires, l'estrémité c Je et axe; cela poïi;, nommons 

j l'abscisse et y l'ordounn-ie d'un poiut quelconque du contour de la section droite cErfF; 

u, la dislance ^rn d'une fibre m à l'axe d'équilibre; 

t, la force nécessaire pour alonger, de la u."' partie de sa longueur , une fibre placée & une 
dislance de l'axe neutre égale â l'unité. 

Cela posé, considérons la fibre dont la distance ù l'axe d'équilibre est pm = u ; l'aire de sa 
base sera dxi/u;son allongement devant être proporiionnel à sa distance à l'axe d'équilibre, sera 
r«; SB résistance absolue ufcJj(£u et son momeat u^i(ù:du. Le nioineul de U '< 
lame de fibres verticale conliriuc dont l'épaisseur lierait dx, et la \imlear pm z:. i 



ldxf'u*du={'^ + B]dxi 
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598. L'équation (3o3) ci-dessus fera connaître la hauteur à laquelle Taxe 
neutre doit être placé dans la section droite du prisme ^ quand on connaîtra le 
rapport entre les résistances des fibres en compression et des fibres en exten- 
sion , ainsi que la figure de la section droite. 

599. Dans le cas de la résistance stable , les résbtances des fibres en com- 
pression sont égales à celles des fibres en extension (n^ 58o). Si , de plus, 
toutes les sections droites sont susceptibles d'être divisées en deux parties symé- 
triques par une droite perpendiculaire à la direction de la force P, il est évident 
que cette droite sera Taxe neutre ; car tout étant égal de part et d'autre , il est 
clair que par rapport à cette droite , le moment de la résuif ante des fibres en 
compression sera égal à celui de la résultante des fibres en extension ; et l'é- 
quation (3o3) du n^ 597 sera satisfaite. 

Ainsi tant que nous aurons affaire à des prismes ou cylindres dont la base 
pourra se parlagcr en deux parties symétriques par une droite horizontale, 
nous pourrons prendre cette droite pour l'axe neutre^ en la supposant située 
dans un plan perpendiculaire à la force P appliqua à l'extrémité libre du 
solide. 

Cela posé , appliquons la formule générale (3o4) ci-dessus , à quelques exem- 
ples particuliers qui se présentent le plus souvent dans la pratique. 

600. On demande la force d^élasticité qui se développe dans une section droite 
quelconque d'un prisme a base ^rectangulaire encastré par un bout , et soumis h 
Vojction d'une force perpendiculaire h sa longueur ^ et appliquée à son ex- 
f rémité libre» 

Soit 1 ^ ABGD (fig. 1 27), une section droite du prisme, prise en un point quel- 



et s'il s'agissait d'une lame dont la hauteur serait j^, on aurait pour le moment do sa résistance 

et le moment de la résistance de toutes les fibres en extension serait 

ly {j^ + B) dx + C 
E étant donc la résistance totale du solide encastré, on aura, d'après le n* 697 , 

E = Çy^-^^ + B) rfj: + C {a). 

En prenant l'intégrale de cette fonction depuis x = o jusqu'à x = cd, on aura Télaslicité 
E d'un solide quelconque. Ayant de prendre cette intégrale , il faudra mettre au lieu de y sa 
\aleur donnée en x par l'équation de la section droite. ^ 
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conque de sa longueur; 2^ la droite ab (parallèle à ÂB)^ l'axe neutre, et 
3^ le prisme triangulaire AacdBb le solide dont le volume est la somme des 
extensions des fibres. Gela posé, nommons a la largeur ÂB du rectangle ÂBGD, 
b la hauteur AD de ce rectangle ; t Teffort nécessaire pour alonger de la n"*^ 
partie de sa longueur une fibre placée aune distance de Taxe neutre égal à Tunité. 

L'axe neutre ab sera à égale distance de la face supérieure A 6 et de la face 

inférieure DC du solide (n^ 599); par conséquent Aa = -. 

La hauteur Ac de la base aAc du prisme triangulaire akcdh des exten- 
sions^ sera donné par la proportion (n^rSga) : 

\ \ t \\ ak ou - • Ac =: -. 

Ac 
L'aire de cette base aAc = oA X — , et par conséquent 

. b ^ ^ tb th" 

^^^ = Z X 4 = F- 
Le volume du prisme kacd^b des extensions sera 

v = aAc X AB = -g- X « = -g-- 

La distance /e, par rapport a Taxe neutre ab ^ du pied e de la perpen- 
diculaire abaissée du centre de gravité G du prisme Aoc^Bft sur le plan de la 
section droite sera 

S^ = 3 ^^ = 3 X â = 3- 
Le moment résultant des extensions sera donc, 

tab'' ^ ^ b tab^ 

^^ = -r X 3 = '^- 

Si donc nous substituons dans la formule (3o4) ^ il nous viendra enfin 

*^ - ^ X ^ = 77 (^^^) 

pour Texpression de la force d'élasticité demandée (*). 



(*) Pour résoudre ce problème au moyen de la formule [a) de la noie page 227, on 
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601. Si la base du prisme était un carré, bz=za, et k formule (3o5) de- 
viendrait 

E = ^ (3o6). 

602. Supposons un prisme a base can^, encastré de manière que Vunedes 
diagonales de la base soit parallèle à la direction de la force appliquée h textré- 
mité libre, et qu^on nous demande l'expression de la force d'élasticité de ce 
prisme \ pour une section droite prise en un point quelconque de sa longueur. 

Soit le carré A6GD (fig. i !i8) , la base du prisme donné ; comme la diagonal 
âG partage la section droite en deux parties symétriques AGD, ÂGB , cette 
diagonale sera Taxe neutre (n^ ^99)9 Vautre diagonale BD étant parallèle à 
la direction de la force qui est appliquée à Textrémité libre du prisme. Le solide 
des extensions sera donc la pyramide triangulaire ÂGDE. Nommons 

a la demi-diagonale ID ou AI ; 

t la force de tension de la fibre placée à une distance de Taxe neutre égale 
à Tunité. 

Gela posé 9 nous aurons 

ACD = AI X ID = a», 

La tension DE s'obtiendra par la proportion 

I : r ; ; ID ou a : DE = a^ 
Le volume de la. pyramide des extensions sera 

V = AGD X -3- = «* X 3- = y. 

La distance g de Taxe neutre AG au pied de la perpendiculaire abaissée du 
centre de gravité de la pyramide sur le plan de la section droite, sera (n"" i5o) 

_ alD _ ID g 



observera que y est une constaDte égale à -y et que la constante B s=3 ; par conséquent , 

E = — /d:r + C=^^+C. 
lay la 

En prenant la valeur de cette intégrale depuis x = o jusqu'à j: = a , on aura 

talfl 



12' 



comme dans le corps de l'ouvrage.- 
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et par conséquent, le moment de cette pyramiilc deviendra 

ah a fi't 

''S' = T X ï = T- 

Si nous substituons celte eipression dans la formule (3o4) > il nous viendra 

„ a't ah . . 

E = a X -j;- = -j (fl) 

pour l'expression de rëlaslicîté demandée (*). 

603. Appelons h le côté AB du carré ABCD ( fîg> 128)3 nous aurons 
6* ^ aa* , et par conséquent i» = ^a'* ; d'oii a+ = -7. Si nous substi- 
tuons cette valeur de nt dans la formule (n) ci-dessus , il nous viendra 

F. = ^;. 

Si nous comparons ce résultat à celui du n" 601 , nous verrons que la résis- 
tance à la flexion du prisme à base carrée reste la même, que le prisme soit en- 
castre de manière que l'axe neutre soit une diagonale de la base, ou que cet 
axe soit parallèle à un côté, 

604. Proposons-notts de trouver l'expression de la force (Télasticité pour «/*« 
section droite quelconque d'un tuyau h base carrée , encastré par un bout, cl 
charge d'un poids à Vextrêmité libre. 

Soit ABCD (fig. 139) la base extérieure, et EE'GH la base intérieure du 
tuyau ; soit, de plus, ah l'axe d'équilibre, qui divise en deux parties symétriques 
chacune de ces bases. Nommons a les côlés de la grande base; a' ceux de la 
petite ; t la tension de la fibre placée à une distance de l'axe neutre égale à l'unité. 

La formule (3o6) noua donnera pour l'élasticité du prisme plein qui aurait 



(*) Pour ri^soudrc le problâiiie au moyen de In foriiiiilc [u) de l.i noie piige 317, on observera 
<|ue la relaiion enirc jr ei ^ sera duniiéi: par la comparaison de$ irianglea semblables AID, 
kpm , qui fiant isocèles , ilonneiit hp =pm , comme Al =3 10 ; de sorte ([uc j' es x , et lu 
constante B :r o; par conséquent , 

F.n prenant celle intégrale depuis x =: o jusigu'/i x ^ a a , on aurj 

E = '{', 
comme dans le corps de l'onvrage. 
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celle du prisme plein qui aurait la pefite base 
tuyau est évidemment la différence de celles des deux 
tuyaux pleins ; si donc E est Télasticité demandée, nous aurons 



la crande base — .et pour 
— ; or^ l'élasticité du tuyau 



E = 



12 



aH 



— = — (a4 — a'4) (3o7). 



505. Si Â était le côté de la base carrée d'un prisme plein de même 
longueur que le tuyau , et qui aurait la même force d'élasticité que ce dernier, 



on aurait 



kh 



12 



— (a^ — «'4^) ou à cause du facteur commun — . 
A4zz=a4 — a' 4 (a) 



d'où 



A^ 



= Y a"^ — a'^ 



w. 



mais les volumes des deux solides, qui ont même longueur, sériaient dans le 
rapport des aires des bases , c'est-à-dire 

:: A^ : a* - «'», 

ou en mettant pour A^ sa valeur (i), 



:: V a^ — a'^ : a^ — a'^- (c). 

Je dis maintenant que le premier terme de ces rapports (c) est plus grand 
que le second ; c'est-à-dire que le volume du prisme plein est plus i>rand que 
celui du tuyau. 



En effet, le radical \/ a^ — a'4 = \/^ {a? + a' ^) {a" — a"^) , et 
en conséquence le rapport (c) peut se metlrc sous cette forme : 



doit Ton voit évidemment la vérité de la proposition , puisque pour que le 
radical égalât a* — a' ^ il faudrait que les deux facteurs qui sont affectés de ce 
radical fussent loiis les deux a* — a' *, tandis qu'il y en a un qui est a^ -f- a' *, 
plus grand que a^ — a' ^. 

11 suit de là qu'en donnant a un solide lafotTned'un tuyau , il y aura économie 
de matière sans diminution dans la force d'élasticité. 

m 

60G. Supposons que A soit le côté de la base d'un prisme carré plein ; 
l'aire de cette base sera A\ Si celte base est équiv?ilente à ceUc d'un tuyau 



TnéORIE G^NénALE TIE LA HÉSISTAKCE DES CORPS SOLIDES. 533 

de même longueur que le prisme plein , les volumes des ces deux solides seront 
égaux , et leurs élasticités seront 

** A-* ; rt+ — «'4 (a), 

mais les bases étant égales, nous aurons A'^^n^ — «'^, d'où A^ ^ (fi^ — l'^'j 
ineltons celle valeur de A' dans ie rapport (a) , il nous viendra 

' ' (a' — a'-y l ai — a' * * ^ {a- — a'*)' ', (a- + a'*) (n* ^ n'^ ), 
ce qui se re'duit à '. I «* — «'-*«* + «'* 

d'où nous voyons que la résistance du prisme plein est moindre que celle du 
lu^'au. 

607. Il suit donc de lîi qu'avec la même quanlilc de matière on obtiendra 
une plus grande force delaslicité en employant la forme d'un luyau , au lieu 
de celle d'un prisme carré plein. 

608. Supposons deux prismes fcctaiwiilnires de mcinc largeur , encastrés 
par un bout l'un au-dessus de l'autre, dans le intime plan inébranlable, de 
manière que ces deux prismes laissent entre eux wi iiileivalle qui soit le même 
dans toute leur longueur fces deux prismes d'ailleurs étant réunis ensemble 
de manière h être forcés de prendre la même courbure par Vaclioti d'une 
mène force, perpendiculaire h leur longueur, appliquée h l'extrémité UhreJ , 
et proposons-nous de (rouivr l'expression de l'élasticité du système de ces deux 
prismes. 

Soit ABGH (fig. i3o), une section droite quelconque du système des 
deus prismes , A liCD étant eellc du prisme placé au-dessous , EFGH celle du 
prisme placé au-dessus, et DCFE, celle du vide entre les deux. Supposons . 
d'abord que l'on ait un prisme plein qui comprenne la base entière 
ABGII , l'aie neutre ab sera au milieu de la hauteur BG de celte base; si 
nous supposons ensuilc que les hauteurs lîG j GF des sections droi Les des deux 
prismes donnes soient égales, l'axe neutre ab divisera aussi la hauteur CF de 
la section droite du prisme qui occu|ie la place du vide, en deux parties égaler 
et sera par conséquent l'axe neutre de ce dernier prisme. D'après cela il est fa- 
cile de voir que la force d'élasticité du système des deux prismes est égale à 
celle du prisme total dont la base est le rectangle ADGH , moins celle du 
prisme qui occupe la place du vide dont la base est le rectangle DCFEl. Cela 
posé, nommons 

b la hauteur totale BG; 

b' celle CF du vide , et 

a la largeur commune ani deux prismes. 

3o 
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L'ëlasticiië du grand prisme sera (a** 600) , et celle du pelît — . 

Si donc E représente rélasticité du système propose^ nous aurons 

E = = — (6^ — 6^) (3o8\ 

la 12 la ^ / \ / 

609. Si la face inférieure du prisme siluée au-dessus se trouvait sur Taxe 
d'équilibre ah du prisme total, dont la base est le rectangle ABGH(fig. i3o), 
de manière que la section droite du prisme supérieur fût le rectangle abOM , dans 
ce cas 9 le prisme dont la suppression formerait le vide entre les deux ^serait 
pris tout entier dans les fibns en compression du prisme total ; par consé- 
quent , après cette suppression , Tégalité des momens de résistance des fibres 
en extension et de celles en compression autour de Taxe neutre ab serait de- 
truite, ce qui exigerait que l'axe neutre remontât d'une certaine quantité, pour 
que cette égalité fût rétablie , d'où l'on voit que l'élasticité du système serait 
diminuée. 

En effet, dans ce cas, le prisme à retrancher du prisme total qui a son axe 
neutre en ab y ayant toutes ses fibres en compression , sou moment sera 

-ô— au lieu d être . 

3 la 

Car si nous considérons à part la base ABCD (fig. i3i) de ce prisme à retran- 
cher , le solide (n* 594) qui représentera la somme des accourcissemens des 
fibres en compression , sera le prisme triangulaire ADEFCB. 

Or, on aura la hauteur ÂE^ de la base AED de ce prisme (n^ 600) , par la 
proportion 

I ; t :; DA ou 6' : AE = tb\ 

L'aire du triangle AED sera 

'- X «4' = '■^, 

a '^ a 

et le volume v* du prisme des compressions 

tb'' ^, tab'' 

V = — X a = • 

a a 

D^ailleurs la distance g' de la projection du centre de gravité de ce 
prisme triangulaire sur le plan delà section droite à l'axe DC est ^' = 

~- j le moment du prisme à retrancher du prisme total sera donc 

taV ' 0// tab^ 

~T ^ T ~ ~F' 
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comme nous l'avons avanré c'i-dessus. Si donc E est l'élasticité du syslfeme des 
deux prismes donn^, nous aurons 



E I 



'-^=^(6^-U'V.(3o9). 



610, Si l'on compare ce résultat h celui du n" 608, on verra que dans notre 
dernière hypothèse te système des deux prismes a perdu de sa force d'élasticité, 
<|uoique le volume de ce système soit resté le même. Si le vide s'était trouvé tout 
entier au dessus de l'axe neutre ai (fig. i3o), ou serait arrivé au même résultat. 
Il faut donc conclure de là qu'il est plus avanla;:eux de s'en tenir ù rhy[>othcsc 
du n" 608 , dans laquelle les deux prismes du système sont égaux. 

61 1 . Il s'agit de savoir maintenant s'il y a avantage à laisser ainsi un intervalle 
entre les deux prismes. Pour nous eu assurer , supposons-les encastrés immédia- 
tement l'un sur l'autre ; alors la hauteur b du système diminuera de l'intervalle 
b' qui séparait Irs deux prismes dans le cas du n° 608 , de sorte que, dans la 
formule (3o5), au lieu de b il faudra mettre b — 6' , ce qui nous donnera 

E — '" ^^ ~ ^'''^ ■ 

pour l'élasticité du nouveau système. 
Celle du système du n" 608 est 



E' = ^ (ii_i'3) 
; ; E' :; {b — b'y : i^ — i'3, 

, b-y (i — i') : (b^- + bb' 4-i'=) [b 
\ i^ — ibb' -h t'^ : b^ + bb' + b'- 



-i')- 



nous aurons donc 
ce qui revient à 

E : E' :.((.- 

et se réduit à 

E : E' 

D'oii l'on voit que E ■< E' , puisque le premier terme du second rapport est 
plus petit que le second de 3 ti ' : il y a donc avantage d'écarter les deux prismes , 
et cet avantage est exprimé par 

3WX^ =^. 



612. En suivant le même raisonnement, on arriverait îi l'élasticilé du 
système d'un nomhrc quelconque pair de prismes encastrés par un houl, les 
uns sur les autres, et laissant entre eux des inlctvnlies. L'analogie fait voir nnc 
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pour procurer à ce système la plus grande élasticité possible , il faut que les pleins 
et les vides soient égaux deux à deux, et soient symétriquement places par rap- 
port à Taxe neutre du prisme total qui comprend les vides et les pleins. 

613. La formule (3o8) fera connaître aussi l'élasticité d'une pièce de bois ou 
de fer dans laquelle on aurait pratiqué une entaille dans le milieu de sa hauteur 
et qui traverserait toute la largeur du solide, b' étant la hauteur DE (tig. i5o) 
de len taille. 

Dans le cas où cette entaille ne serait qu'une mortaise dont la profondeur 
égalerait DI (fig. i3o), de Télasticité du prisme total, au lieu de retrancher 
celle du prisme dont la base est DCFE, on ne retrancherait que celle du 

prisme qui aurait pour base le rectangle DIKÉ , qui serait exprimée par — <— ) 

a' étant la profondeur DI de la mortaise^ et 6' la largeur DE. Si donc l'élasticité 
de la pièce , à 1 endroit de la mortaise , est représentée par E , nous aurons 

E = — — — = - (a&3 _ a'i'3) (3io). 

On voit par cette formule , que plus la profondeur a' de la mortaise sera grande, 
plus l'élasticité de la pièce sera diminuée. 

614. Si le tenon qui doit entrer dans la mortaise est bien juste, c'est-à-dire, 
vient bien remplir le vide, alors la moitié de 1 épaisseur de ce tenon venant 
remplacer toutes les fibres en compression supprimées par la mortaise , il en 
résultera que l'élasticité de la pièce sera plus grande que si la mortaise était 
vide j mais comme on ne peut jamais compter que le tenon viendra com- 
plètement remplir la mortaise, et quand cela arriverait, conune le tenon 
présenterait ses fibres en travers s'il s'agissait de bois , et que dans cette di- 
rection les fibres se compriment davantage , il s'ensuit qu'on ne doit pas 
tenir compte de celte augmentation. 

615. Supposons j maintenant^ qu on nous demande Vélasticité d'un cylindre 
a hase circulaire y encastré par un bout^ et soumis^ a Vextréniité libre, h Vaction 
d'une force perpendiculaire îi sa longueur. 

Soit ABCD (fig.i3!x)une section droite quelconque du cylindre; Taxe neutre 
sera le diamètre horizontal AC, et le solide dont le volume égale la somme des 
fibres en .extension , sera le coin cylindrique AECBA. 

Le volume de ce coin (^géom. h trois dim. n* i4 1) est 



or 



V = j X CE (a)', 
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Oit aura Biî jinr la proponion 

I : t '.', IB ou )■ : BE — rt, 

ce qui donnera v = -^ . 

La distance à l'axe neutre AC du pied de la perpendiculaire abaissée du cenire 
de gravité du coin cylindrique sur le plan de ta section droite A.BCD , ( n' 204) 

est g = ■^. 

Le moment du coin par rapport à l'axe neutre sera donc 

^f'^ V - 3/^ rpr* 

"3 = r X 76 = -T' 

si nous substituons dans la formule (3o4)> il nous viendra enûn 

E = ,x^=^'- (3.0 

pour l'expression de rélaslicilé du cylindre circulaire (*). 

616. S'il s'agissait d'un tuyau cylindrique, dont r, r' , seraient les rayons 
des cercles extérieur et intérieur, on aurait^ 

Pour le grand cylindre plein -^, 



Et pour le petit qui tient la place du vide ~- ; 



(*) Pour r<'soii(lre ce problème par le calcul [inruiitifim.il , on observera que l'uipialion du cercle «1 
jr =. ^ ^2rj: — jr* , t'originc des coordonncj eUnt au sommet A du diamètre AC, qui cuïncidc tytv 

r«e d'équilibre ; d'où j' =^-{^rx — a'JJ 

fil subsiituant dans la fonnuk (a) de la noie p.igc 227 , el m obscrvanl que h consUote B = . il 



'ï/-'--- 



)i "ï-t + c 



«I intégrant d'aprts les ri'gl es applicables aui fondions binômes, cl prenant -.et It infpgriilc drpuis 
X t= o jusqu'à T = â/' , il viendra 



1 (umi 



umme Jjns le coqis de l'ouvrage. 
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par conséquent > pour le luyau^ E étant son élasticité , on aura 

_ tpr' tpf" _ tp 
L — -^ — — j {^r^^ r 4)..,(Ji2> 

G17. Uemploi des tuyaux cylindriques offre les mêmes avantages sur celui des 
cylindres pleins , que celui des tuyaus à base carrée sur les prismes pleins ( voyez 
n^'6o4et suivans); c'est-à-dire qu'avec la mcme quantité de matière , on a plus 
de force élastique en donnant à cette matière la forme d'un tuyau qu'en lui 
donnant celle d'un cylindre plein , et pour avoir la même force d'élasticité, il 
faudra bien moins de matière dans le cas du tuyau que dans celui du cylindre 
plein. 

618. Si l'on suppose un prisme à base carrée ABGD(fig. i33), circonscrit à 
un cylindre à base circulaire , la force d'élasticité du prisme sera (n"* 60 1) 

E=L(^. W, 

et celle du cylindre (n** 6i5) 

E' = ^. (»). 

Mais AB = 2r ; d'où (AB)^ ^ (2r)4 = i6r^ ; en substituant dans l'expres- 
sion (a) il viendra 



la 3 



on aura donc 



E : E' :: | : ^ :: 16 : zp \\ 16 : i^' 
ou bien E : E' :: n^ : es :: 56 : 33. 

Les volumes des deux solides sont comme les aires de leurs bases, qui sont 

S = ^r^ et S' = pr^ 
de sorte que 

s : S' :: 4": p :: 4 : y :: ^s : a^ :: 14 : .1. 

D'où Ton voit que le rapport des résistances, qui est 16 * 3/?, est plus 
grand que celui des volumes qui est ^ l p- Ainsi on perdrait plus de ré^ 
sisiance que de matih^i si Von arrondissait un ptisme carre pour en faif^ un 
cylindre. 

619. Supposons un prisme à base carrée, et un cylindre circulaire de même 



TBEonrE gekeiuIiE di 



longueur cl de bases équivalentes 
le rayon de celle du cylindre ; 

A" ^ pr^ 
Les élaslicîlés de ces corps seront E = 



BisisTAsrCB I 

, A étant le côté de la base du prisme , et i 

, puisque les bases sont équivalenlcs, on aun 

d'où A = p r' (a). 



-, cl E' = - 



; par conséquent 



en substituant h 

E : E 



E : E 

valeur (a) de A-» , 



A* , 



p"r' 



: 3* 



,. 3 .'../'. - 

Ainsi l'élaslicifé du prisme h base cari-ée sera plus grande que celte d'un 
cylindre de même volume et de même longueur. H vaut donc mieux employer 
la matière à un prisme qu'à un cylindre. Cependant on voit qu'ici ta diffé- 
rence n'est que d'un vinj^t-deusicme de Iclaslicité du prisme, et que par con- 
séquent , pour peu que les convenances exigent un cylindre au lieu d'un 
prisme^ on peut se le permettre sans s'écarter beaucoup de l'écononiie. 

620. Si l'on considère le prisme ft base carrée abcd , inscrit dans le 
cylindre (fig. i33), on aura 

(((ij" ^ a»-^ , et partant («A)+ = 4*''. 
en substituant pour («i)+ sa \aleur 4'"* à 1^ place de a* 'dans la formule 
(306), on aura E = — - =^ -^ 

pour l'claslicité du prisme inscrit. 
Maiscelle du cyIindre(n"6i5)eslE' ^ i^- ; 



cylindre donnent 



14 : 33. 



nous aurons donc 

e:e' ::i:^::4: 3^:: 

Les volumes du prisme inscrit et du 

V t V ; t C«^)" ou ar» ; /îr» ',\ 2 I /» ! * a | r t *. '4 ' 22 " 7 ; 11, 

d'où l'on voit qu'en transformant un cylindre en un prisme à base carrée , on 
perd plus de résistance que de matière, puisque le rapport de; résistances 
est ' * i4 '. 33, et celui des volumes ',\ 14 I -'3. Ceci , et ce qui a été dé- 
montré au n° 618, nous font voir que lorsqu'on taille un solide pour le changer 
de forme, on |>erd plus de résistance de matière. 



LEÇON 111. 



D(.' la rc'iisl.iDrc à l.-i riipli;i'i? drs sulidrs prismaliqtics n 
un cflbrl Iransvei 



Pour résoudre celle question le plus convenablement possible, nous divi- 
serons les corps en deux espèces : la première comprendra tous les corps 
qui se rompent avant d'avoir pris une courbure sensible , tels que l;i pierre, 
le fer fondu , etc. ; et la seconde, ceux au contraire qui prennent une grande 
courbure avant la rupture, tels que le Iwia, le fer forjje', etc. 

Occupons-nous d'abord des premiers. 

G21. Dans ces espèces de corps, l'axe dequilibre doit conserver & peu près 
la même position que dans !e cas de la résistance slable ; de sorte qu'on peut 
encore, sans erreur sensible, te supposer sur l'iiorizontale qui divise en deux 
parties symétriques la base d'encastrement, et par conséquent regarder les ex- 
tensions et les compressions des fibres comme proporlionuelies à leurs distances 
à l'axe de rupture. Seulement, comme la rupture commence par les fibres les 
plus éloignées de l'axe d'équilibre , tant parce que celles qui sont les plus ('ten- 
dues cassent les premiîires, que parce que celles qui sont les plus comprimées 
s'écrasent le plus tôt. C'est pour cela qu'au lieu de calculer l'effort néces- 
saire pour étendre ou comprimer ces fibres d'une certaine quanlité d'après 
celui qui étendrait ou accourcirait d'une quantité donnée une fibre placée à une 
distance de l'axe il'équilibrc égale Ji l'unité, nous rapporterons cet eOort k celui 
qu'il faudrait pour rompre la fibre la plus étendue. 

622. Il résulte de là que noire formule générale (3o/|) sera applicable au cas 
de la rupture, en se conformant aux observations piéccdcnles (*}. 



[') Pour obleiiir la fiirmiile générale iln tiiomiiiiL de résliriincu à I. 
iliGuiliciul , nous nommeruns : 

X et y \e-i coordoiiDoes il'iin poini cjndcomiue ilii contour de lu base 
des coordonnées élanl siij)[inscs comme danj la noie de la paye 237 ; 

u la distance d'une libre [jucIcoïKjiie h l'axe dVijiiilIbre , et 

r la Tiircc capable do rompre la libre la plus clendne ou la plus coir 
Cela posé, considiTons la libre dont la di>tartct k l'axî d'é(i»jliLrc est 
dudx; si a en lu di&ldace a l'axe d'('i]ui1ibre de la lîbic dont la lêsiii 



THÉORIE GÉNÉRALE DE LA RESISTANCE BIS CORPS SOLIDES. ^4^ 

623. Proposons-nousde l'appliquer au cas d'un prisme a base rectangulaire; 
et loit ÂBCD (6g. 1 27) la basedece prisme, le solide des extensions sera^ comme 
au n^ 600 , le prisme ABbdca. Nommons 

a la largeur ÂB du rectangle ÂBCD ; 

b Tépaisseur AD du prisme , et 

r la force de traction n^^essaire pour rompre la fibre Ac. L'extension Ac de 
cette fibre étant proportionnelle à la force r, pourra être représentée par cette 
force r. 

Gela posé, nous aurons 

aX = -, Ac = !•, 

et par conséquent Aoc = -r » et v = -j-. 

. 4 4 



it celle placée à la distance u sera — ,; sa réiisUnce absolue sera donc dxdu -^ et son moment 
t 

- u*dxdu. 
Le moment de la résistance d'une lime de fibre verticale et continue , dont t'épaissear serait ix^ 

et la hauteur 11 , sera ^ dx ï u'^ du ^^ tt f iP + Aj<ir. 

S*il s*ai^is8ait d'une lame dont la hauteur serait ^^ on aurait 



37(^+^) 



dx 



4ie moment de la résistance de toutes les fibres en extension sera 



+ A ) i2r 4. B 



if {'-*') 



et par consér|uent celui de la résistance totale du prisme 



'^'==ë/(^ + 0^+'' 



en prenant Tioilégrale depuis a: «& o jusqu'à x es AC ( fig. i a6)^ 

Noos laisserons au UÉÉp* le soin d'intégrer cette formule générale dans les différens cas par« 
ticnliers qu'on trouyMrans le corps de cet ouvrage | pour éviter les répétitions. 

3i 



ltj|a COURS DE CONSTRUCTION. 

Nous aurons g =z j- comme au n®6oo, cl jfv = — 
En substituant clans la formule (3o4) , il nous viendra 

= ^ X — = -^ (3i3) 

pour le moment de résistance à la rupture, en nommant R cette résistance. 

624. Si, au lieu d'un rectangle, la base était un carré ^ on aurait & =: /i , et: 

R =: -^•..•••. (3i4)« 

625. Si Ton avait un autre prisme de même longueur y on aurait , par 

ra'6'* 
la formule (3i3) R' = — t^— , 

d'oîi R : R' :: ai« : a^b'\ 

Il suit de là que les résistances à la rupture de deux prismes de même lon^ 
gueur , sont comme les produits de leurs largeurs par les carrés dé leur^- 
épaisseurs. 

626. Si les largeurs étaient les mêmes , on s^ait 

R : R' :; b^ : a'^ 

c'est-à-dire qu'alors les résistances seraient comme les carrés des éjpaisseurs. 

627. Enfin si c'étaient les épaisseurs qui fussent égales, on aurait 

ce qui nous apprend que dans ce cas les résistances seraient comme les largeurs* 

628. S'il s'agissait d'un prisme à base carrée , encastré de manière qu'une 
de ses diagonales se trouvât verticale , et par conséquent l'autre sur l'axe d'é- 
quilibre^ en appelant a la demi-diagonale ID (fig. i28)etr la résistance de co 
hésion de la fibre la plus étendue ; nous aurions 

surf. ADG = a» ; extension DE = r ; 

le volume de la pyramide triangulaire qui exprime la somme des extensions 
des fibres serait donc 

La distance que nous avons toujours représentée par g et qui est relative au 



THÉORIE GÉHÊHALÏ DE LA RÉSISTASCE DES CORFB iOLIDHS. 

Centre de gravilé de ce solide des extensions sera g ^ - , e 



pai- 



■h isrim «■ 



Béquent vg ^ -^, 

et en substituant dans la formule (3o4) il viendra 

" = '><¥=? (3.5), 

pour le moment de la résistance à la rupture du prisme en question. 

629. Appelons i le tôle AD du carré ABCD (fig. 128), nons aurons 
i» ^ 2fl», et par conséquent b^ = aa^ ^/ 2 , 
dûu a^ = — ;— . 

Substituons cette valeur de «^ dans la formule (SiS) , et il viendra 

Si nous comparons cette expression àcelle C3i4)) en y mettant b au lieu de a. 



nous aurons R ' R' 



(il/ 2 



::./= 



d'où l'on voit que le moment de la résistance à la rupture d'un prisme à base 
carrée, encastré de manière que l'aie d'équilibre soit parallèle aux deux côtés 
de ta base, est'' à celui de la résistance à la rupture du même prisme encastré 
de manière que l'axe d'éjuilibrc est sur la diagonale de cette base comme 

J/'^ 3 * t. Ainsi dans le premier cas la résistance est plus grande que dans 
le second. Nous avons vu ( n" Go3 ) que cette résistance restait la nicme dans 
le cas de la résistance stable. 

630, En raisonnant sur ta formule (3 14), comme nous l'avons fait au 
n" 604 sur la formule (3o(>), nous trouverons pour l'expression du moment de 
la résistance à la rupture d'un tuyau à base carrée. 



«-^c« 



-a'^)...(3iC). 



631. Si A était le côté de la base d'un prisme carré plein qui aurait la 
même résistance que le tuyau carré , on aurait 




a44 COUBS DE OOKSTRUCTIOir. 

d'où A= |/V-^a^, 

et A» = V^a? — a' 3 )*. 

Les volumes de cefrcor^ts seraient dans le rapporLde. 

A» : a* — «'« 



ou 



::i^(«' -«'')» :«'-«'•• 



/ 



Si Ton faisait siir les deux termes de ce rapport les dévoloppemeiis et lés ré-^ 
ductious convenables , on verrait que le premier terme est plus grand que le 
second , ce qui prouve que le volume du prisme plein est plus grand que celui, 
du tuyau. 

632» Si le prisme plein et le tuyau avaient même volume , on aurait. 

A^=a» — a'% ou A = |/a? — a'*, 
et les résistances seraient comme 

A3 : a' — a'3, 

OU :: {a^-'-a''^) : à^ — a'^ 

En développant et réduisant , on prouverait que le premier terme dé ce rap'»- 
port est plus petit que le second, ce qui fait voir que le prisme plein a moins 
de résistance que le tuyau. 

633. En raisonnant sur la formule (3t3) ^ comme nous Tavons fait au n^ 6o8 
sur la formule (3o5), on trouvera. 

pour le moment de la résistance de deux prismes reclangulàires , plac& à 
distance l'un au-dessus de Tautre, et encastrés comme il a été dit au n^ 6o8 ^ 
et on tirerait les mêmes conséquences que dans les n^^ 609 et Cio. 

634. Si Ton nous demandait le moment de résistance à la rupture d un 
cylindre plein encastré pr un bout (fig. i3u)y Texlensidn BE=:i*, et le 
volume du coin cylindrique AECBÂ , serait (Géoni, a trois dùn.jn? i^tj 

a étant le rayon de la base du cylindre 



THÈOniE GÉNÉRALE' DE LA nÉaiSTAKCB DES COUPS SOLIDES. ^^5 

La distance g relative au centre de gravité sera (n" 3o4) 



9 = 
d'oil* va •= 






et par conséquent R = 2 X "^ ^ -t-- ■■ C3i8). 

635. S'il s'agissait d'un tuyau, cylindrique dont a et a' seraient les rayons 
des bases , en raisonnant comme au n^Gifi, et au moyen de la formule (3 18), 

on trouverait K := £ (a^ — a'-'j (Sig.) 

pour le moment de la résistance à la rupture de ce luyau. 

L'emploi des tuyaux cylindriques offre les mêmes avantages sur les cylindres 
pleins que celui des tuyaux canes sur les prismes carrés pleins. 

636. Si l'on supposait un prisme à base carrée ABCD (fig. i33) ^ circons- 
crit ou inscrit à un cylindre circulaire, on tirerait les mêmes conséquences 
que celles des n" 61 3 et suivans. 



Do b rcsislancc à li nipliirc d<'s corps cnc^ïlrcs par un Iwut, cl soumis k l'aiilre Loiit u un tù'urt 
transversal , pour les corps qui ne se ronipcnl qu'en prenant une forte courbure , tels q\ie les 



637. Lorsqu avant de se rompre, un corps oncaslré horizonlalement par un 
bout et chargé d'un poids à l'autre, prend une assez grande courbure, ou ce qui 
revient au même, les fibres k la face convexe du solide s'étendent bcaucoim , 
et celles à la face concave se compriment beaucoup aussi , il n'est plus 
possible d'appliquer, k la leclierchc de son moment de résistance à la rupture, 
les mêmes llypollièscs que dans la leçon précédente, où nous avons supposé 
des corps qui prenaient une flexion très pclite avant de se rompre. 

En cflet , quand on observe la manière dont se romp le bois , par exemple, 
. on reconnaît que, pour cette espèce de corps, l'ase d'équilibre se trouve, ii 
J'iiiftanl où la rupture va avoir bru , à une place dlffcrenlc de celle qu'il 
occupe lorsque le corps commence k fTécb'r. De plus, les fibres les plus élen- 
dues ayatit perdu de leur élasticité, par l'excès d'allongement ou d'acrour- 
cîssemenl quVllcs ont subi , ne réagisscnl plus avec tme force égale à leurs 



extensions 
Ainsi k et 
extension 



OOLM M COKSTWÎCTIO» 

il en est de même pour celles qui sont le plus comprimées, 
t inslanl il n'y a plus qu'un assez petit nombre de libres en 
et en compression , situées très près de l'axe d'équilibre, qui 



conservent leur claslicitc , et , par conséquint qui résistent dans les rap- 
porta établis dans les leçons précétlen tes. Enfin , au moment de la rupture , 
il arrive une espèce de désordre dans la résistance des libres qu'il n'est plus 
, iiossible d'analyser à priori, de sorte qu'il n'y a plus que l'expérience qui puisse 
nous faire connaître les principes sur lesquels il faut établir le calcul. 

638. Mais quelle que soit la loi qui régit l'eilension et la compression dos fibres, 
il est clair que le moment de la résistance totale du solide est c{;al à la somme 
des momcns de résistance de^ fibres en extension et de celles en compression 
(tous ces niomens étant pris par rapport k l'axe neutre de résistance). Si donc 
qv est le moment des fibres en extension , et g' v' celui des fibres «n com- 
pression, R représentant le moment de la résistance totale du solide, nous 

R : 



aurons 



; gv - 



Quelle que soit la position de l'axe d'équilibre, ici comme dans le cas d'une 
faible flexion, les morne ns jrv, g'i^' des fibres en extension cl de celles en 
compression doivent être égaux j ainsi gv = g'v' . Doii il suit que 

R = 'jgv (rt), 

formule semblable à celle (3o4) du n" 597. 

639. Quoique nous ne connaissions pas , à priori , la loi qui existe dans 
les résistances des fibres en extension et de celles en compression, il paraît, 
d'après les expériences de M. Barlow , sur le bois , qu'on peut supposer les 
libres en extension comme résistant, non pas proportionnellement à leurs 
alloiigomcns ou à leurs distances à i'a\e d'équilibre , mais toutes avec une 
force égale et uniforme, ainsi que l'a supposé Galilée. 

640. D'après cette bypotlièse, ou plutôt ce résultat d'expérience , nous pou- 
vons donc regarder les fibres en extension comme étant des forces parallèles 
et égales, qui tendent à faire tourner le plan de la section de rupture au- 
tour de l'axe neutre ; de sorte que le moment de la résultante de toutes ces 
forces paiallblcs par rapporta cet axe neutre, sera égal à leur sommo multt- 
pliée par la distance du centre de ces forces parallèles à l'axe d'é<piilibre. 

Or, si l'on représente par r la résistance de cobésion d'un faisceau de fibres 
dont la section transversale serait l'unité de surfucc , en multipliant cette co- 
llusion r pur la superficie infiniment petite de la section transversale d'une 



ins 1 



TliÉOBIE GI^NËBAI.B DE LA RÉSISTAMCE DES CORPS SOLIDES. HÂn 

fibre , on en aurait la résistance ■, ainsi en multipliant la résistance d'une fibre 
par le nonil>re qu'il y en a à l'extension , on aurait la somme de toutes ces forces 
parallèles; mais le nombre des fibres en extension est évidemment proporlioniiel 
à la superficie de la partie de la base de rupture du prisme à laquelle ces fibres 
en extension répondent ; si donc S représcnlc celle superficie , Srsera la somme 
de toutes les forces parallèles en question , ou celle des résistances des fibres. 
Quant au centre de ces forces parallèles, il est évidemment le même que le 
centre de gravité de la portion de la base de rupture à laquelle répondent les 
fibres en extension ; la distance de ce centre de gravité à Taxe neutre de rup- 
ture étant ^ , le moment des fibres en extension sera Srg ; or dans la for- 
mule (a) du n" f!38, nous avons représenté ce moment par gv ; en substi- 
tuant dans cette formule , nous aurons généralement 



(3.0) 



pour la résistance à la rupture des solides prismatiques soumis à un cflurt 
transversal perpendiculaire à leur longueur. 

Appliquons cette formule générale aux cas particuliers qui se présentent le 
plus souvent dans la pratique. 

641. Supposons qn'on demande la résistance d'un prisme encastré par it/i 
bout, dont la base serait un rectangle. 

Soit ABCD (fig. i34) la base de ce prisme, el la droite ab , parallèle à Alt, 
l'axe neutre de rupltue. Cela posé , appelons 

a la largeur AB de cette base ; 

b la hauteur AD du corps ; 

n le rapport de la distance (iD de l'axe neutre à la face supérieure tUi 
prisme. 

D'après ces bypotlièses, nous aurons 

aD = nb ; abCt) ^ anb et q ^ — : 
ce qui donnera , en substituant dans la formule fSjo), 



R 



= n^ab-, 



(3.0 



pour la résistance demandée. 

Ainsi', quand l'expérience aura fait connaître r et n pour une espèce de 
corps donnée, le calcul fera connaîlre la résistance d'un prisme k base rec- 
I tangulaive quelconque de la même espèce. 



248 COURS DE CONSTRUCTION* 

642. Si la base du prisme était un carré, b =z a ^ et h formule (3a i) 
donnerait R = n-alr (3aa). 

643. Si Pon avait *un autre prisme à l>a8e rectangulaire de même matière 
que celui de la formule (Sai)^ en nommant a' et^' les dimensions de laliose 
de ce prisiQC, on aurait 

R' = nVi'^rc- 
en comparant cette formule à celle (Sai)^ il nous viendràil 

R : R' :: ^a* : a'b'^ (a) 

d'où il suit que les résistances de deux prismes rectangulaires de même met^ 
tièrct sont entre elles comme les produits de leur largeur par le carré de 
leur épaisseur. 

644. Si les largeurs de ces prismes étaient égales, Ja propoition (a) d«- 
viendrait R I R' tt ** I *'*; 

d'où Ton voit que les résistances des deux prismes sont comme les carrés 
des épaisseurs. 

645. Si les épaisseurs étaient égales , la proportion (a) deviendrait 

R : R' :> : «'; 

c'est-à-dire que dans ce cas les résistances des deux prismes seraient comme 
les largeurs. 

Il est facile de voir, d'après le n* 64^9 que si les deux prismes étaient à 
bases carrées , leurs résistances seraient entre elles comme les cubes des côtés 
de ces bases. 

646. Supposons un prisme à base carrée j encastré de manière que Fune des 
diagonales de la base soit située verticalement j l'axe neutre de rupture éiant 
perpendiculaire a la même diagonale , et qu^on en demande la résistance. 

Soit ABGD (6g i35) la base du prisme ; ab^ perpendiculaire à la diagonale 
RD , Taxe neutre ; cela posé , 

Appelons a la demi-diagonale IB , et 

n le rapport de cB à IB , ce qui donnera cl& = na^ 

d*aillcurs nous am*ons BI ^ Bc ^ AC * ai 



DB LA neslSTANCB DES CORPS SOLIDES. 



afj X 



fi einm 5 =^ -q- ^ — ; 
en subsiituiuil dans la formule générale (3ao), il nous viendra 
R = îr X M'rt' X -3- = —3— (3a3). 

647. En raisonnant sui- ta formule (3^2) comme nous l'avons fait aii n" 6o4 
sur la formule (3o6), on trouvera 

P. = hV («^ — «'3) (324) 

pouvlo moment de la résistance à !a rupture d'un tuyau k liase carréi;. On 
tirerait de la comparaison de la résistance d'un tuyau à celle d'un prisme 
carré plein, les mêmes conséquencts qu'au n''63i. 

648. Supposons un prisme dont la base de rupture est le rectangle AIÎGil 
(fig. i3o)j et que ai soit l'axe neutre , d'après le n" P4' j s" résistance sera 

n'ai r («). 

Si nous supposons de plus un anire prisme DCEF, dont l'axe de ruplur» 
soit le même que cchii du grand prisme ABGH ; en appelant a et h' les di- 
mensions de la lïase DCEF , on aura pour la résislance »le ce prisme n?ab' ^r. 
Si donc on retranche ce dernier prisme du prisme lolat ACHG, il restera deux 
prismes séparés ABCD, HEFG (sur lesquels, néanmoins, le poids P sus- 
pendu à l'extrémité libre agira également) , il en résultera , pour la résis- 
tance de ces deux prismes 

R •=z n'ab r — li'ab' -r = n-rtc (i* — i'*). ... (SaSj. 

G49. On demande la l'ésistance d'un cylindre a base circulaire, dont nb 
(fig. i3G)eî( faxe neutre. 

Appelons a le rayon du cercle ; 

et H le rapport de cD à ce rayon a ; on ;iura cD ^^ »n. 
L'équation du cerele rapj>orlé au sommet D du diamètfe, est 
y = 2ax — Jr= ; 
[tour la corde ab nous avons 

JT = (la , /- ^= {caj* ^^ ina- — « «" =^ «* (2*1 — «^) , 



d'oii 



= a ^/ 3/i — rt' 



\-5n CODBS DE COHSTBtrCTIOR 

ri par conséquent ah =r anj/ -211 — n' , 

d'où (aby =^ 4"' (2" — "') X 2« 1/ 2« ^ "^ = **"^ C^' 



'')i- 



Maintenant (n" Ii8), soit S l'aire du segment aD6 , nous aurons 

_ (,4)' , 

' - TÏS- 
inultiptiant lie part et d'autre par S il nous viendra 

_ _ (ot? 8«' '(an — «';;■ ta' ( an — n' )i , 

■^ 13 12 3 ' 

et en substituant dans la formule générale (33o) , il viendra 

a«' fa» — »•],> _ 411V (in — n')' 



n : 



^_, ,^^ ... ,.„-„„ ^ ïï_LiiiZlli.'...(3a6j 



ia fésislaiice tVwi tuyau, circulaire encastré par un 



650. On demande 
bout. 

Supposons que a soit le rayon de la base de la face extérieure , et a' 
celui de la base de la face intérieure; le volume de la paroi étant la dif- 
férence entre les volumes des cylindres, dont les rayons des bases sont res 
pectivemcnt a et n' , la résistance du luyau sera la différence de celle 
des deux cylindres ; ainsi n et n' représentant les rapports des distances 
cC et c'D ( fîg. 13^ ) , nous aurons , par la formule du numéro précédent, 
pour le premier cylindre 

•^ 5 ■ , et pour le second ^—7 ■ ; 

mais ces deux cylindres étant de même matière, et étant dans les mêmes 
circonstiinces , les axes neutres ni et a' i' doivent diviser les deux rayons 
le , ID dans le même rapport, ce qui donne »' ^ n ; et la résistance du 

second cylindre sera ^ — i^f. 

Si donc nous appelons B ia résistance du tuyau , d'après ce qui précède 

nous aurons R = i— ^ — ! i — ~ ^ , 

ce cpii se réduit à 



R 



- ^Zll 



■ a'^) {%n ~ tfl ;4 



6 



(3.7> 



En comparant la résistance d'un tuyau à celle d'un cylindre plein , 
tirera les mêmes consf'^qnences que précédemment. 
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LEÇON IV. 



lilip (iiit prend iin prisme encJslrc lioriïonlitkmenl par un bout et sol 
unifomic ri à iitt [wiila suspendu à son extrànitt! libre. 



651. Dons les leçons prccédenles nous avons donne tes formules qui ex- 
priment l'ciaMicilc ou la résistance qui se développe dans une section droite 
quelconque du prisme, en nous bornnni aux formes qui se présenlent le plus 
ordinairement dans la praliquc ; nons allons^ maintenant, considérer la 
courbe qu'alTecte le solide , en rcsisliml à l'action du poids applique k l'cxlré- 
mitë libi'e du solide encastré horizontalement par Taulre bout , et chargé d'une 
certaine manière dans sa longueur. Nous sup|K>sons que ce solide ne reçoive 
qu'uoe très petite llexion , de manière qu'il conserve toute son élasticité. 

652. n est évident, d'après ce quia été dit au n" 5^1 et suivans, que 
la courbe que prendra un prisme cnca.stré horizontalement par un bout, et 
c^ar^é d'une certaine manière dans sa longueur, sera celle que prendra la 
lame neutre elle-même, puisque cette dernière courbe résulte de Talongc- 
m«nt des fibres situées d'un côté, et de raccourcissement de celles siluccs 
du côté opposé , <lc manière que plus les allongcmens d'une part et les ac- 
courcissemcns de l'autre seront considérables , plus cette courbe aura de 
courbure. 



c prend un prisrac, encuU'e horiwm ta louent ]>ar un bout, et cli.ii^e d'un poids 
.i son etirémitc libre , ce piisme e'tani suppose sans ppsaninir. 



fi53. Soit AB f/îg. l38j, la laine neutre du prisme, et P le poids sus- 
pendu à son extmnité libre B; l'action de ce poids sera de faire prendre , 
à celle lame , une certaine courbe AMG , qu'il faut déterminer. 

Pour cela, prenons le point A pour l'origine des coordonnées, et la droite 
AB pour Taie des abscisses ; pour un point M quelconcjue de la courbe en 
question, nous aurons 

AP = ^ et PM=7. 

Cela posé, il est évident que lorsqu'il y a équilibre entre l'action du poids 



I 



,n 



cocus TfÊ oovsrivarmjt. 
m^mc pour les autres élcmens de eeUe oidomiéo. La 



cl il en sérail di 

somme de tous ces ëlémens sera égale à / ; ainsi nous aurons 



On voit que x' , ar", x', etc., represenient Jra dislances des points c, 
tl, etc. , de la coutUe , à l'axe AD des ordonnées , l&sf[uclles dislances vont 
en diininuanl de granilciii', tandis que / ot x restent constans , la première 
étant la longueur du pri>me, et la seconde l'abscisse du point M de la rotirhe, 
dont / j que nous chcitlions, est l'ordonnée. 

Si donc nous suppo^ïns divisée en un trcs.grand nombre de partie^ égales 
l'alBcisse AP du point M, et qo© nous prentortï l'iiiie de ces parties très 
petites pour unité ^ les x' , x", sc'y etc. , repri'seruant les dislances des points 
de division & l'origine, à partir du point le plus voisin du point M , et 
allant vers l'origine A , seront des nombres décroissant continuellement d'une 
unité. 

Si donc nous prenons ces abscisses dans l'ordre inverse à celai suivant 
lequel elles sont écrites, elles représenteront la suite naturelle des nombres 
depuis 1 jusqu'à n , n étant le nombre des unités comprises dans Tabseissc 
AP; en substituant dans l'cquation (j) , nous aurons donc 



;|('-.)(.. 



■ ('- 



Ci -2) (AT -2)+ (Z-3) (i-3).. 



«)(.:-,,) 5 



■ CO- 



IWI 



En efTectuant les multiplications indiquées ilans la grande parenthèse j 
nous aurons 

(i — i) (i — = '.r — ; — A- + 1 
(l — a) (r — a) == Ij: — it — ix + 4 
(i — 3) (» — 3) 1= (x — 3i — 3x + 9 



(/ — II) (x — n) =1 Ix — ni — nx + n'. 

Le nombre de ces équations partielles sera égal à it , et si lions nommons 
M la somme des premiers membres, nous aurons -'■ 

n/jr — i(l + a + 3...11) — X (1 + a + 3.. + n) 

+ (l +4 + S- +«')■■■■ « 



H 
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■ 


D'après la note de la page 5o , les deux premières parenlhèses du second 


■ 


membre de celle équation (k) auront pour limites —, et la dernière —, nous 


■ 


aurons donc M = ii/a; ~ ~ ~^ T 


1 


Mettons cette valeur de M ■* la place de la grande parenthèse dans l'équation 


■ 


(h), et il nous viendra 




P ï , nV n'x , n' ) 


1 


et enfin , si nous fabons n = AP = ^ , nous aurons 


■ 


P ( te" 3? ) ,, , 


V 


pour l'e'quation de la courbe que prend la lame neutre AB par l'action du 




poids P. (*) 




654. Si dans cette équation (Sag) nous faisons fc = ^ , en nommant / ce 




que devient y dans cette bypotbèse , nous aurons 




p/3 

f = à (33o), 




(*} R«preuons l'équation (3a8)quicst 




r ('-') ~l M 




L'expression générale du rayon Je courbure élanl "" ' "* ''•'"" 


^ 


(J.« + *«}; 




irrfV ' 


^^1 




1 


< ' ,^ +...,. (,^1*^; W' 


Comme nous supposons que la lame neutre prend une très pelite courbuie, nous pouTons 




udmetlre que j-^ =î o , et alors l'équaiion {a) d«vient 




■ Mi-O-sg. 




k 


^ 
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pour l'esprcssioa <Ie rabaL-sement HC tle rexlrémitc B tlu prisme , ou en 
il'autres termes , île la Hèclie de cuurbure tle la lame neutre, 

Celle formule (33o) nous apprei:d que la ficchc de courbure / est pro- 
portionnelle au poids P et &u cube de la longueur du solide , et en raison in- 
verse de la force d'élaslicitc E. 



De 1.1 courbe que pi'cnd un |nisnio cncaslre lioriiontalcmeni par un bout et cliaigc iiniformemnil dans 
louie sa longueur. 



655. Supposons que C soit la charge totale uniformément repartie sur toute 
la longueur du prisme , de manière que les élëmens verticaux de celle charge 
puissent agir librement sur le solide. Cela poçé, prenons la droite AR fig. i38 
(forme primitive de la lame neutre ) pour l'axe des abscisses, et le point A 
pour Torigine des coordonnées, nommons 

/ ia longueur AB du prisme , 

X l'abscisse AP et y l'orilonnée d'un poiut quelconque M de le courte 

AMC; nous aurons EP ^ ( — .x. 

La charge répartie sur la portion BP de la longueur du solide , sera le 
quatrième terme de la proportion 

^ : i ~ -r :: C : £ilrji) (a). 



En inlé^Tant une |irt:iiiièic fuia . 



Koui De metlona poiDi de cuiisUiilc , luiec ijnt [jiutiJ i 
éqiialion (3), et U nou* vitmilr» 



pour l'i-qualion demandée, corome Jans le corps de l'ouïrag 
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Le centre de gravité tle celle charge sera le milieu de h longueur BP ; la dis- 
tance de ce centre par rapport au point M sera donc — ; — -. Mulliplions 
cette distance par la charge (a) , et le produit 

^^^' w, 

«ra le moment de cette charge (a) par rapport au point M. 

Supposons que la courbe AMC qu'affecte le prisme soit arrivée à son maximum 
de courbure, il y aura équilibre clans tous les poinls de la longueur de cette 
courbe *, si donc on engage toute la partie AAl d'une manière invincible , sans 
rien changer îi la courbe, l'équilibre ne sera pas Iroublé, et on concevra 
alors que le moment (&) doit faire équilibre ù la force d'claslicilc qui se déve- 
loppe dans la section droite menée par le point M ; or (n" G53J cette force 

élastique est — ^ nous aurons donc 



C(i- 



x]^ 



, C (l~x)» 



.(c). 



En raisonnant comme nous t'avons fait au n° 653 , nous trouverions que le* 
lément Ma de l'ordonnée MP ^y est égale ii 



et en mettant x' au lieu de .r dans l'expression (c) , et substituant ensuite 
cette valeur de - dans celle de Ma, , il nous viendra 



c ( 


/-«■)•(*-«') 




alE 


ce 


— «")•( J! — a?' ) 




alE 



On trouverait de même que 

ab = 



et ainsi de suite pour les autres éléniens de^; en ajoutant tous ces élémcns 
il nous viendra donc 



et en faisant les mêmes observations sur les abscisses x' , x" , x', etc. , qu'au 

33 



I 

^^H 
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n^ 653 , en nous rappelant que l et x sont encore des eonitantes , nons 



aurons 



r = m{^^- ')• C-' - + (/ - a> (■'-^) +<' ~3)« (x-3) 

+ (i~n)«(x — n)| (0). 

Développons les produits indiqués, et nous aurons. 

(l —ty(x—i) = l'x — aix -4- X — /* + af — . I 
{l — a)« (x — a) = ^x — 4/x + 4x -^ ai> + 8i — 8 
(t — 3)* (x — 3) = i^x — 6ix + gx — Zl* +. iS/ — 27 

(i ^' n)» (or— n) = /^j: — 2nlx + n'x ~ »/« + a»^/ — n?. 

Ajoutons ces équations membre à piembre, et repr&enlons la somme des pre»- 
miers par M, en observant qu'il y a autant de ces ^nations que d'unitéi 
dans n , nous aurons 

M = nl'x — 2/x ( I + a + 3... + ») + x ( i + 4 + 9-.. + n» ) — 

l^ (1+3+3...+W) 4- 2^(1+4+9...+»*) ~ (1+8+27.,.. + n^)... (e). 

Mais par la note déjà citée plusieurs fois , la limite de la première et de la 
troisième parenthèse est — , celle de la seconde et de la quatrième est ^ , et 

enfin celle de la dernière est -2- ; en substituant dans la valeur de M , ît 

4 

nous viendra 

M = nl^x — nHx ^ r- h^ 7^ 

6 a i 4 

Telle sera la valeur de la grande parenthèse du second membre de Tëquation 
Çd) \ en la substituant après avoir fait n = x ^ il nous viendra 



.ce qui.se réduit k 



3<Ë 



J — — -j + ,a i— (330- 
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qui est l'equation de la courbe que prendrait un prisme encastré par un 
bout et chargé uniformément dans toule sa longueur (*). 

656. Il est clair que la cliarge uniforme C peut se composer du poids propre 
du prisme, ou de ce poids plus une surcharge uniforme. Ainsi, si Q est le poids 
du solide, et M la surcharge uniforme , nous aurons 

C = Q + M. 

Noos laisserons C dans Vcqualîon (33i) , mais il faudra se rappeler sans cesse 
la remarque que nous faisons ici , pour composer celte quantité C d'une ma- 
nière convenable à la circonstance dans laquelle on se trouvera dans la pra- 
tique. 

657. Si dans l'équation (33 1) nous faisons x := / , «u nommant f ce que 
devient y dans ce cas , nouâ aurons 






■ (33a) , 



pour l'abaissement total DC de i'extrcmité libre de la pièce, ou, en d'autres 
termes , pour la flèche de courbure du solide. 

658. On voit par cette formule (332) que la flèche de courbure est pro- 



'] Melloai pour r sa valeur générale dans l'équatioa (c) du n. 655 , il nous viendra 

r = .4 ('-'' - .4 (P - =f» + ••! . 



{'-'0 



^lE ' 



2/E ^ 






dx' 



r^C "-''' + 4 



Si nous inlégr ont deux toU de suite sans mettre de conatanres , pnr îa raison que -j^ et ^ devien- 
nent nuls quand c ^ o , noua aurons 

pour l'équation demandée , comme dans 1c corps de rouvmgc. 



â 



96o COURS DE CONSTAUCTIOV. 

portionnellc à la charge uniforme et an cube de la longueur ^ aolide » et en 
raison inverse de la force élastique E , comme au n^ 654* 

659. La formule (33!2) peut se mettre sous la forme 

Mais dans le cas où Ton fait abstraction du poids du prisme ^ et qu*on sup- 
pose ce soKde chargé d'un poids a son extrémité libre, nous avons trouvé 

(a» 654) qtie / = ||. 

4 

La comparaison de ces deux résultats nous fait voir que les ^ de la charge 
uniforme suspendue à l'extrémité libre du corps , produiront la même fièche 
de courbure que la charge totale uniformément distribuée dans , toute la lon- 
gueur du solide. 



De la courbe qnc prend un prisme encastre horizontalement par un bout , charge uniformément dans 

toute sa longueur et d'un poids à son extrëmitë libre. 

660. Nommons toujours G la charge uniforme , qui comprend aussi le poids 
du solide , et P le poids suspendu à Textrémité libre. 

Supposons que l'équilibre existe dans tous les points de la longueur du so- 
lide , et considérons le point M : d'aprës ce qui a été dit au n^ 653 , le 
moment du point P par rapport au point M sera 

p(/-*) («), 

et d'après le n^ 655^ celui de la charge uniforme comprise entre le point M et 
le point B , par rapport au même point M , sera 

lll^Jîl. (S). 

La somme de ces deux momens doit évidemment Ëiire équilibre à la force 
d'élasticité qui se développe dans la section droite au même point M , c'est- 
à-dire à -, de sorte que 



* 



TBiORÎE GÉSfiltALE DE I.i MtHSTMCt DBS CORPS SOUDES. 36 1 

Les etémens de y seront encore , comme au n^ 653 , de la forme 
d=l(,x-x') (J). 

Par conséquent, en mettant x' au lieu de X dans IVquation (c) , et substi- 
tuant l'expression de - qui en résultera dans l'équation ((/) , il viendra 



P (I - 



0(» 



+ 



c ( I — .T )' ( .t ■ 



■'). 



d'oii l'on volt que dans ce cas le premier élément de y est-la somme des pre- 
miers élémens des / des n"* 653 , 655 ; il est évident qu'il en sera de même 
pour les autres élémens consécutifs , de part et d'autre ; par conséquent 
l'ordonnée / quelconque de la courbe actuelle sera la somme des seconds mem- 
bres des ét|uations (Sag) , (33i)j de sorte que nous aurons 



\ a 6 y ■*" alE ^, a 



3 



;) (333). 



661. Nous aurons rabaissement total BC := / , en faisant x := l dans 
cette équation , et nous aurons 



' ~ 3E "^ 8E " 



(s P H- 3C ) (334). 



662. Proposons-nous, maintenant, de tntuver l'expression de la tangente 
trigonométrique de l'angle formé par l'axe AC des abscisses j et par la tan- 
gente MTffig. 13^/), à lacourbe élastique AMB, menée par le point M pris 
sur cette courbe. 

Prenons deux points Mj M' sur la courbe AMB, et par ces deux points 
menons la sécante MS ; par le point M' menons la droite M'N parallèle à 
Taxe AG des abscisses , et menons les ordonnées MP , M' P' . Représentons par 
xet^lcs coordonnées dupoint M, et parjr' , /' celles du point M'; nommons 
m l'angle PfM'M : le triangle rectangle NM'Al donnera 

1 ' tang. m ',\ M'N ' NM ou i ' lang. m \\ x — x' \ y — v', 

d'oii y —y' = (.V — x') l«ng. m («). 

tn (333) donnera 
■ 
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poui-ie point M, et peur le pmnt M' 

en retrnncliant res équations membre à membre , il viendra 

Mêlions pomr y — /'sa valeur (a) ; et divisons par x --^ x' \ nous aurons 

Si maintenant nous supposons qiye le point M' s'approche de plus en plus 
du point M ^ k sécante SH s'approchera aussi die la tangente MT, et aujisilôt 
que le point M' coïncidera avec le point AI , la sécante SM deviendra la tan- 
gente MT. Mais alors x^ ^= x , et Téquation précédente se réduira k 

tang. « = |(ix-^) + ^.(;»4:-;x. + ^) (335). 

et sera l'expression générale de la tangente en question^ 

663. Si dans cette équation nous supposons P = o^ il nçus viendra 

tang. n» = ^ ( Px - ix' + ^) (336), 

pour la tangente trigonomélrique de Tangle que &it la tangente k la courbe 
avec Taxe des abscisses , dans le cas d'une charge uniforme. 



~" Théorie générale ds la HÉsisTiNCB des corps solides. 



LEÇON V. 



Problème sur les prismes encastrés ItorizoDtakmeDt par ub bout , et rbarges uniformi'mrnl (laii9li>ure 
leur longueur, el d'un poids suspendu à leur rslre'tnite libre. 

664. Il fuul ici se rappeler que la forée élastique E a pour eiprcssion 
l'une de celles données depuis le n" 59 1 jusqu'au n'' 6 1 9 , et que la grandeur 
qui lui conviendrait pour faire prendre à la lame neutre une courbure dont 
le rayon serait l'unité , dépendra , en conséquence, de la tension que nous 
avons représentée par ( dans les mêmes articles. 

Cela posé , livrons-nous à quelques problèmes utiles. 

665. Cherchons d'abord la flèche de courbure d'un prisme h base rcctOAgulaire. 
Pour cela , mettons pour E sa valeur (3o5) qui est E =: — dans la for- 
mule (334) ) et nous aurons 



' — a4la(.' ' 



8P 



3C 



) = iîs;'( 



8P 



3C 



).... (33;). 



pour la flèche de courbure du solide , dans le cas où il est chargé , d'un poids 
P à son extrémité libre, de son propre poids , et d'une sorcliarge uniforme 
dans toute sa longueur. 

666. On demande quelle devrait être la largeur a d'u» prisme a base rec- 
tangulaire , d'une épaisseur et d'une longueur données , pour que ce solide ne prit 
qu'une flèche de courbure donnée , par l'action 1 " du poids propre du corps 
2" <€une charge uniforme y et Z" d'un poids suspendu h Vexlrémité libre du 
solide. 

Pour cela, décomposons la char^'C uniforme C de la formule (33-) en deux 
parties; l'une égale au poids propre du prisme, et l'autre égal à la surcharge 
uniforme , que nous représenterons par M. Le, poids propre du solide sera égal 
& son volume multiplié par sa densité ; ainsi ce poids :=; aùld , d étant la 
densité ; nous aurons donc 

C = abtd -f M i ( 



en subaliluant dans la formule (33^) il nous viendra 



• (338), 



d'où nous lirei 
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P ( ?p_t_ 3M ) 



.(33y}. 




qui sfra l'expression fie î:i largeur demantléc. 

667. D'après les mêmes conditions quau numéro précédait , a étant donné « 
trouver Vèpaissenr b. 

Pour cela , ordonnons l ei^iiatîon (338) par rapport aux puissances ascen- 
dantes de 6 , et il nous viendra 



i3- 



3W 
TTf ■ 






d'où l'on voit que pour avoir b il fitudri 



(34o), 
ésoudrc une équation du troisième 



668. Après avoir calculé les coëfficiens constans qui entrent dans celte équa- 
tion du troisième degré, on pourra avoir la valeur de b par deux ou trois 
tàtonncmens , en substituant une première valeur de cette quantité que les cir- 
constances accessoires de la question permettront d'évaluer à peft près, et 
qu'on modiiiora jusqu'à ce que le premier membre devienne à peu près égal au 
second. Je dis ceci pour les personnes qui n'auraient pas une habitude sufR- 
sante de la théorie générale des équations. 

669. La que.^tion serait plus simple, si le prisme était l 
alors i =: a , et l'équation (338) se réduirait à 



: carrée , car 



f = ^\ 8P + 3 ( <,'id + M ) 



et on en tirerait 



Tff' 



' (8P4-3M ) 



équation du quatrième degré qui peul se résoudre à la manière de celles du ser 
cond (alg. n" 2o5) , el qui donnera 



v^'-^ + ^^JW 



l'(»P+ 'M) 



(3,0). 
pour que ce prisme 



Telle sera la valeur du côté d'un prisme à base cai 

remplisse les conditions du n" 666. .; . 

670. Pour avoir la ilècbe de courbure que prendrait un tuyau carré encastré 
par un bout , chargé de son propre poids , d'une charge uniforme et d'un 
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poîtls suspendu en un point quelconque de sa longueur , il sufllra de metlre 
pour E sa valeur (307) dans l'équation (334) i et on aura. 

P 



/ = : 



-,, C8P4-3C).. 



(34,). 



■ it (a' - «■') 

G71. Le poids du tuyau sera (a* — a'^) Id ; nous aurons donc (n" 650) 
C = (a-— a'") td + M; 
substituons celte valeur de G dans Téquation précédente , et il nous viendra 

f = »,(/-„.. ) ( "P + 2U (."' -«") + 3M ) (343). 

672. On donne le poids F j la charge uniforme M , le diamètre intérieur 
a' et la flèche de courbure, et on demande le diamètre extérieur» du tuyau. 

Pour cela , il faudra ordonner rëquntion précédente par rapport aux puis- 
sances de a, ce qui donnera 

► _ ^ ï _ a' j-^lfa'* — 3f'dJ -f- SPi* + 3MP 
"' ai/" ** ~ 3tf • 

équation qui , étant résolue , donnera 



pour la quantité clierchce. 

Si on demandait le diamètre intérieur d', on trouverait 



..(344) 



673 0»i demande la flèche de courbure que prendraient deux prismes en- 
casti'és et disposés comme il a été dit au n" 6oS, ce système étant chargé de son 
pjxtpre poids , d'une cluirge uniforme et d^wt poids suspendu h son extrémité 
libre. 

Pour cela , il suffira de mettre la valeur (3o8) de E dans l'équation (334), 
et on aura 

I = „.(/-^) (8P + 3C) («). 

Mais le poids des deui prismes est <idl(b — i'), ce qui donnera 
C =adl (h — y) + M; 

34 
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en substituant cette valeur de G dans 1 équation (a), il nous viendra 
/ = ^^,(/_y3) [ 8P + 3ad/ ( i - &' ) + 3M ] (346). 

674. De cette formule nous tirerons 

P (8P + 3M) .. , 

^ ~ ^tf (63 — 6^5) — 3(U* {b — bf) '^^^^J- 

Telle sera la largeur des deux prismes , pour que leur système ne prenne 
quiune flèche donnée , étant soumis h son propre poids , h une charge uniforme 
et a un poids suspendu a son extrémité libre* 

675. Supposons toujours un système de deux prismes commue le précédent y les 
bases de ces deux prismes étant égales j et demandons-nous de combien il 
faudra les écarter l'un de Vautre , pour qu'étant chargés de leur propre poids , 
d!une charge uniforme et d'un poids suspendu à l'extrémité libre du système y 
la flèche de courbure soit une quantité donnée. 

Rappelons-nous que b est la hauteur totale du système ^ et 6' la hauteur 
du vide entre deux ^ de sorte que si h est la hauteur d'une des deux bases, 

nous aurons A = aA -f. i ' , 

et par conséquent 

d'où nous conclurons que 

b^ -b'^zzz 8A3 + i^h^b' + 6WS et J - i' = nh.... (a). 
L'équation (346) donnera 

2atf (P _ i'3) — 8P;^ + Zadh (b — b') + mi^ ; 

substituons les expressions (a) dans cette dernière équation , et il nous viendra 

Mtf (8^3 + i^/i2y 4. e^j/a) _ 8P/3 4. 6^/4^ 4. 3M^3 . 

d'oîi nous tirerons 



b' =^h + \/h^ + «P^ + "^'^^' - '"< (348). 

676. Supposons encore le même système de deux prismes que ci'-dessus, 
que la hauteur du vide entre deux et la largeur des deux prismes soient 
données y et demandons-nous la hauteur totale b du système, pour que ce 
dernier ne prenne qu'une flèche de courbure donnée, étant soumis h son 
propre poids , a une charge uniforme et h un poids suspendu h son extt^^ 
mité libre. 



TlilioRIf GÉNÉRALE DK LA HÊSISTAIJCE DES CORPS SOLIDES. 367 

Fuur cela, il suffira d'ordonner l'équation (346) par rapport aux puis- 
sances de b, ce qui donnera 



,, 3rf/* , 8PP - 
«^ — —77 b = 



3MP — Zata*b' - 



%at(. 



alfb'' 



■ (349)- 



Après avoir calculé les coëlEciens constans de cette équation du troisième 
degré , on la résoudra d'après la méthode connue , ou par tiVtonnemcns 
comme il a été dit au n" G68. 

677. Proposons-nous ^ maintenant, de troui'cr la flèche de coui'bure que 
prendrait un cylindre circulaire encastré par un bout , chargé de son propre 
■poids, d'une charge uniforme et d'un poids suspendu à son extrémité libre. 

Pour y parvenir , mettons la valeur (3 n ) de E dans la formule (334) j ^^ '' 



nous viendra 



A 



3C 



. (35o), 



pour la flcchc demandée, G étant la somme du poids propre du solide et 
d'une surcharge uniforme, 

678. Le poids du cylindre est pr*ld ; nous aurons donc 

C = prHd + M i 

en substituant dans l'équation (35o) ci-dessus , il nous viendra 

/ = gi^ ( 8Pi^ + ZprH'd + 3Mi^ ), 

„ , . /'d , SP? -i- 3Mf> 

d ou nous tu'crons ^"^ — —, r^ = -: — r , 

•itf bipf ' 

équation du quatrième degré , qui , étant résolue à la manière de celle du 
second , donnera 






. (35.), 



pour le rayon (pie devrait avoir la base du cylindre , pour que, sous son 
pivpre poids , une charge uniforme et un poids suspendu à son extrémité 
libre , ce solide ne prît qu'une flèche donnée. 

679. Cherchons la flèche de courbuiv que prendrait un tuyau cylindrique , 
chargé comme les solides précédens. 
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Pour cela , mettons la valeur (3 1 a) de E dans la formule (334) j ^^ <!*** 
nous donnci-H 

f = 6., Cr''- -') ('^" + 2"0 "=''• 

pour la flèche demandée , C étant la somme du poids propre du tuyau et 
de sa surcharge uniforme. 

680. Le poids du tuyau est pld (r* — r'') ; ce qui nous donnera 

C = pld (,-ï— r'^) -}- M ; 

si nous substituons dans l'équation (35a) cï-dessus , il nous viendra 



/=! 



,'_ ^ ( avp + ipHd ( 1" 



De cette équation nous tirerons 

Sipfri — Glff,-'4 — S?l' + 3M;3 + SpUdi" — IpUdr' 



mi 



■■)■ 



(353). ' 



681, Tout étant connu d'aillews ^ demandons-nous le rayon extérieur du 
tuyau. 

Pour résoudre celte question , il sufUra de résoudre l'équation (353) ci- 
dessus , par rup|)ort à r , et on aura 



^^%^v^m^^ 



. 3!MP _), vupir' 



3;</'</r' 



.....(354). 



. 4'/" / ^ b'i'f- 

pour le rayon demande. 

682. Tout étant connu d'ailleurs , demandons-nous le rayon intérieur du 
tuyau. 

Pour y parvenir , il suflira de résoudre l'équation (354) ci-dessus par rap- 
port à r' , ce qui donnera 

«^ 4'/- +1^ l 4? j + SvÂ ' ■'■ 



pour le rayo 



demandé. 



683. Dans toutes les formules de celte leçon , on fera P =: o, quand il n'y 
aura pas de poids suspendu ; M = o , quand il n'y aura pas de cliarge uni- 
forme, et on fera ces deux suppositions à la fois, lorsqu'il n'y aura que le 
propre poids du solide. Cette remarque notis dispensera de traiter ces cas par- 
ticuliers séparément. 
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LEÇON VI. 



De U courbe que prend un prisme encastre' par un bout , et charge' dans sa longueur de poids dont le» 
grandeurs sont en progression ai'ilhme'lique croissante, dont le terme iuûniinent petit serait à l'extré- 
mité isolc*e du solide. 



684. Supposons que Q soit la somme de tous les poids répartis sur la 
longueur entière du prisme. Cela posé , les élémens de ta rharge Q étant en 
progression par dififérence, il est clair que ces élémens peuvent être re- 
présentés par ceux du triangle ABC ( lig. 14») j pufallèles au côlé AC , 
car si l'on divise la base Ali en parties égales, et que par les points de 
division on élève des perpendiculaires ù AB , à partir du point B, ces per- 
pendiculaires iront en augmentant par degrés égaux. Quand le prisme aura 
flécbi sous la charge Q , le triangle AUC prendra la forme curviligne ÂDC 
sans changer de superficie , et sans que ses élémens verticaux aient changé de 
grandeur et de distance par rapport au plan d'encastrement AC; par con- 
séquent rien ne sera changé pour la charge du solide, et nous pouiTons tou- 
jours la considérer comme étant le triangle rectiligne ABC, malgré la courbure du 
prisme, et d'autant plus que nous supposons toujours cette courbure très-petite. 

Supposons actuellement que par un point M quelconque de la courbe AMD , 
on ait élevé la verticale MN ; sans (roublcr l'éiiiiilibrc, on peut regarder la 
lame neutre comme parfaitement rigide , excepte au point M ; la cliarge qui 
fera courber le prisme au point M , sera la porliou «hi poids représentée par 
le triangle BNP, semblable au triangle ABC, qui est proportionnel au poids Q. 
ÎSlais les super^cies des triangles semblables sont comme les carrés des côtés ho- 
mologues ; or, les côtés homologues de ces triangles sont AB ^ l el BP =: 
AB — AP = f — j: , on aura donc 



i' : c'— j^) :: q : bpn = ^ 

Observons présentement que la verticale abaissée du centre de gravité du 
triangle BPN passe à une distance du point M , égale à — 5 — ; le monient 
du poids qui fait courber la lame neutre autour du point M sera donc 
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et comme ce moment doit Êiire équilibre à la force d'élasticité en ce point M^ 

. . E 
laquelle est encore ici — , on aura l'équation 

Les élémens de l'ordonnée y auront encore pour expression générale (n^ 653) 

rf = ^ (x — . x'), 

qui, combinée avec la formule (a) ci-dessus, après avoir mis x ' au lieu de x dans cette 

dernière, donne rf=:-^^ — ôgs {x — a?') j les autres élémens de l'ordonnée 

y seront de la même forme , et leur somme sera par conséquent 



" ~ 3/«E 



I {l—x'f {x-^x' ) + {l-a!"f (x — x") +(l — a)y 

( X — x) 4- etc. > 

ou en prenant les termes de la parenthèse dans Tordre inverse , et en faisant 
sur les abscisses as' fCc" ^ x*... la même observation qu'au n° 653, il viendra 

/ = ^ I (^-OM^-0 4- (i!-3)3 (o^^a) + (/~3)3 

(a:— 3) +(Z — n)'(a; — n)| 

en développant les termes de la parenthèse , on aura 

(f _ 1)3 (x — = l^x — M^x + Zlx —X — P +3/^ — 3/4-1 
(i — a)3 (x — 2) = Px — 6i»x + la/x — 8a; — 2/3 + 12/» ~ 34/ + 16 
(l — 3)3 (x — 3) = Px — 9«»x + ^7^^ — 27a? — 3/3 + 27^ — 8 1/ + 81 

{l __ „)3 {a: — n)= Px — 3nPx + 3nHx — n>x —nP + Zn'P — 3nH 4- «+• 

Soit M la somme des premiers membres de ces équations , comme il y en a 
autant que d'unités dans n , il en résultera 

M = j nPx^3Px (i +a + 3....+ n) 4- 3/* (i + 4 + 9 4-"')—. 

a;(i+84.37...4-»^) — ^(i+a+3...4-») + 3/«(i+44-9-- +«') — 



31 



(1+84-37... .4-»') 4- (i+i64-8i...4-n*)| 
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El) prenant les limites (note pnge 5o) des parenllicses du second membre de 
cette équiition, et les substituant dans la valeur de M, il viendra 



M : 



y. 3^j;n* . , ,1(1 i-H- jm 

„p.r - -^ + tn^x _ _ _ _ + (.„. - -5- -r ^. 



La valeur de M étant celle de la parenthèse de l'expression de /, en subs- 
tituant celte valeur de M dans celle de y , on aura 



ainsi en faisant n =^ x , il viendra 



+ ('«î — : 



+ 



„ Q 1 Pxs 



îi ( 



T - » S-- ('5'=) 

pour Téquation de In courbecn question. 

685. Si dans celte équation on fait x =^ l , on aura pour la (lèche de 



la courbe 









(357). 



De la coiuiic que piend un prisme enc^trc par un Ixiut et cbai^d dans coûte sa longueur de poids dont 
les grandeurs sont en progirasion aritlimelique décroissante, L-n paitant de l'e\trc'miti? isolée ei se 
it à la base d'cncaslremcnt , ou le dernier terme de la progression esi ic'ro. 



686. Supposons que Q soit la somme de tous les poids répartis sur la 
longueur du solide comme il vient d'être dit ; les clémcns de la charge Q 
pourront évidemment être représentés par ceux du triangle ABC (fig. i40t 
parallèles à AD ou BC, dont le sommet est au point A d'encastrement. 

Cela posé , par un point M quelconque de la lame neutre AB , élevons la ver- 
ticale MN; si nous supposons toujours la lame rigide partout, eicepté au point 
M, après qu'elle aura pris la courbure qui lui convient .sous la charge Q; ce 
qui fera courber la lame en ce point M , sera la portion du poids Q re- 
présentée par le trapèze NMGB. Mais ce trapèze est la différence entre les 
triangles semblables ABC , ÀMN , qui sonl entre eux comme les carrés des 
côtés homologues AB et AM ou ^ et :r; on aura donc 

/= : :r^ : ; Q : amn ^ ^f. 
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Le trapèze MBCN sera donc 

MBCN=Q-:^ = aii^ (a). 

La verticale abaissée du centre de gravité du trapèze MBCN passe à une 
distance du point M (n® m) 

_ BM qBC 4- MN ... 

~ 3 ^ BC 4- MN W- 



Le poids Q étant représenté par Taire du triangle ABC , nous aurons 

Q = i X BC. 

ce qui donnera BC = -^. 

Les triangles semblables ABC, ÂMN donneront 

AB : AM : : BC : MN 
ou « : X ::^ : MN = ^*. 

Substituant les valeurs de BC et de MN j que nous venons de trouver, dans 
la formule (b) , et observant que BM = / — x , il nous viendra 

4Q oQx 

/ — X l ^ P _ i — X 4/Q + aQx _ / — X y a(H- X 

3 ^ aQ , aQx "" 3 -^ a/Q + aQx "" 3 ^ i ^x 

T + "■?" 

_ ji^ x) C'A + x) 
— 3(i + a:) • 

Si nous multiplions cette dernière expression par la formule (a), nous aurons 

Q(p—x^) (l — x) (a^ + a?) _ Q(/— x)^ (ai -f- a;) 
3/« (i + x) ~ 3/» ' 

E 
pour le moment qui doit faire équilibre au moment d'élasticité - de la sec- 
tion droite du prisme au point M. Nous aurions donc 

E 0(l'-x)^(2l + x) i_ Q(i-x)^ (21 + X) 

7= ^ """ r — ^ 3Ê? ^''^' 

I ics élémens d'une ordonnée y quelconque de la courbe que prend le so- 
lide, auront encore pour expression générale 

d=l(ix-x')y ou d= §gil-x'yi^l + x') (x-x') 
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et en raisonnant comme pour les cas précédens 

y = ^\(l-a:'y (,l + a:') (x-a,') + ((-»■> (ul + a:') 
Qr — x") + [t — X- )' (^l + X-) {x — X-).... I 

ou encore (n"653) 

y = I (_l- ,)' (2t+ ,) (x- ,) + (l- ,)' (3i + =)(x-a)+(i-3). 
(al + 3 (* — 3).... (i — n)' {■il + u){x — n) \ 

et en développant les termes de la parenthèse comme 'a l'ordinaire , 
(^-I;'(3^^-I)(J:— i) = 2i'l — 3(>a; +x—:il'+ 3(" — i 
(Jt—t)' (a(+2) (i— a) = iPx — Bl'x + ix — ^P + i^l' — i6 
(t—S)' (il+3) (x—3) = al'x — gl'x + ^ix — ep + a'jt' — 8 1 



((—11)' (al+n) (x—h) =2Px — Snl-x + lAv — inP + înH' — n». 

Si M est la somme des premiers membres de ces équations , comme il y en a 
autant que d'unités dans n , on aura 

M = -inPx — U'x (i + 2 + 3...+ n) + X (i + 8 + 27....+ n') " 
— 2P(. +a+3....+,i)+3C(i+4+9...+i.^)— (1+ 16+8 +„<). 

En prenant les limites des parenthèsesde celte dernière expression (note page 5o}, 
il en résultera 



i=- + ^ — iV 4- l-n? - 



En substituant cette valeur de M dans la dernière expression dey^ il viendra 

3Ai'i 



^ = 3ffi- 



__,3„. + ;.„3__ 



2nPx 
et en faisant n ^ x, et réduisant, 

r = â("--? + ^) (m 

pour l'équation de la courbe demandée. 

687. Si dans cette cquation nous faisons a: ^ l, i\ nous viendra pour la 
flèche de courbure 

'■'-: + r.)-^' W- 

35 
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Se ia courbe que prend un prisme cncaslrc liorizontalement par un bout , cl cluirgé dans toule sa Ion- 
gueur, de poids en progression dccroissanle par dincrenccs ^alcs, en parlant dL' l'cxtre'mité isolée cl 
allant vers le bout encastre' , le dernier terme de la progression étant quelconque. 

(Ï88. Les élcinens des poids pourront être représenlés par ceux d'un tra- 
pèze ABCD (fig. 14^)) de sorte que ce trapèze représentera la somme de tous 
les poids élémentaires. 

Cela posé , par le point C , menons la droite CE parallèle à AB ; le tra- 
pèze AL'CD sera partagé en deui parties, dont une sera le rectangle ABCE, 
et l'autre le triangle ECD. Nommons C la somme des poids uniformes repré- 
sentés par le rectangle ADDE , et Q celle des poids représentés par le triangle 
ECD. 

Actuellement , supposons que le prisme ne soit chargé que de la somme C 
des poids uniformes représenlés par le rectangle ABCE , d'après le n" 655, 
le moment de la partie de cette charge qui agit sur le point 31 sera 

d'im autre côte , si le prisme n'clait ch:irgé que de la somme Q des poids 
représenlés par le triangle ECD, d'après le n" 684, '^ moment de la partie 
de cette charge qui agit sur ce point M serait 

La somme de ces deux momens est évidemment celui qui produit la 
flexion du solide au même point M , et doit, par conséquent j faire équilibre 



r ~ ai + 3P ' 

Los élémcns de ^ seront encore de la forme 

d = : (.T._^')....(4), 

cl par conséquent, en mettant .r' pour x dans la formule («) , et substi- 
tuant la valeur de - dans(i), il viendra 



J 
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d'où l'on voit que l'clément de / , dans ce cas , est la somme des ^Icmeos 
de cette ordonnce des cas des n" 655 et G84 ; et par conséquent notre y actuel 
sera la somme des seconds membres des formules (33 1) et (356) : on aura donc 






3PE ' 



4 



, (36o). 



689. 11 suit de la forme de ler[uation (36o), que la flèche de courbure est 
dans ce cas la somme des flèches données par les formules (33'2), (357) 1"' ^°"' 

1=^^ et / = --Tp i "imsi on aura 

'^ = gË + r5Ë = È(,8+ .5>-P«0- 

On arriverait au même résultat en faisant x= l dans la formule (36o). 



De la courbe que prend un prisme encastre liorizontalemcDl par un boni , et charge dans touif sa lun- 
gucur de jwids en progression croissaulc, en parlant de reiirémité isoice , et allant vers i'cncaj- 
trement , le premier tcnnede la progression clanl quelconque. 



690. Il est clair qu'en raisonnant comme dans le cas pre'ccdent , on verra 
([uc la charge du solide peut ici être représentée par le trapèze ABCD 
(fig. 143), et que l'équation de la courbe aura pour second membre la somme 
des seconds membres des équations (33i) et (358) ; de sorte qu'on aura 

69i. L'expression de la flèche de courbure sera de même la somme des 
flèches (333) et (359) i ^''*^' '^ s'ensuivra que 

CP nQP __ :^ /S nQ X 
' ^ &E + ^3Ë — E U ^ Co /•'■ ^'*'*-^> 

692. L'eipression générale delà tangente trîgonomélrique de Tangle de la 
tangente à la courbe par rapport à l'horizon (fig. i^^), s'obtiendra en opérant 
Sur l'équation (36o) , comme il a été dit au n° 662 , et on aura 

ia„g.„. = ^^ (rv -;.. + ?) + 3-2, (;..^_^"+/..'_^)...(364). 

693. Enfin, en opiTant de même sur l'équation (3Gi)y il viendra, pour 
l'expression de la même tang. mi , pour le cas de la fig. i43 



tang. 

1^ 



= Sl (i. 

■ ilE \ 



■ (.V- + : 



^ 3CE ' 



i)..,. 365). 
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solide encastre horizontalement par un bout el charge uniformémenl 
poids suspendu à son extrémité libre , pour que la courbe qu'af- 
fectera la lame neutre soit un aie de cercle , ou , ce qui revieiU au même , le rayon de courbure wît 

, le solide c'taul sans pesanteur. * 



De la forme qu'il faut donner à 
dans toute sa longueur , et d' 



6y4. Lequalion (c) du n° 660 , qui est 



P U-x) + 






■W 



nous apprend que E doit varier en même temps que x, de manière que E 
I diminue quand x augmcnle^ et réciproquement j attendu qu'ici j" est constant. 
Ainsi la force d'éiasticité qui se dcveloppe dans les différens points de la toni^ueur 
du solide , doit aller en diminuant depuis la base d'encastrement jusqu'à ï'ex- 
trémilé libre où elle doit être nulle , puisque pour ce point, x étant égal 
à /,Ie premier membre de Téqualion (a) ci-dessus se réduit à zéi-o. 

695. Supposons que la base d'encastrement du solide soit un rectangle ; 

dans ce cas n" (600) E ^= — - (t) , 

a étant la largeur et 4 la hauteur de celte base. Mais pour que E ait cette 
valeur (i) , il faut que .1:=^ 0; en substituant ces valeurs de x et de E dans 
l'équation (a) ci-dessus, il nous viendra 

Ci wô' 



talfi 



(ZG6) 



(.H (2P + cy 

sera le rajon de l'arc de cercle suivant lequel la lame neutre se courbera 
par l'action de la cbarge, la base d'encastrement étant un rectangle. 

696. L'équation (b) ci-dessus nous fait voir que pour que E varie, il faut 
faire varier a ou b , ou tous les deux à la fois , attendu que ( est une cons- 
tante , puisque c'est la résistance à la tension pour l'unité de base (n" 600). 
Supposons en premier lieu que a seu! soit variable , et pour indiquer la varia- 
bilité de cette quantité , rcprésentoui-Ia par z, nous aurons 
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substituons cette valeur Je K dans l'équation (n) ^ et il nous viendra 



M {l — x) + C <.l — x)' = ^j 



(c), 



. P (.P + C) 



(36,). 



la ppojeclion horizontale 



en faisant disparaître le dénomtnaleur 3/. 
Cette équation deviendra 

2/P (/ — z) + G (i — ff )=' 

en y mettant pour r sa valeur (^^B&). 
Cette équation est celle d'une parabole. 

697. Supposons que la droite AB (fig, ii 
d'une face latérale du solide, cette face latérale restant plane et verticale" 
prenons cette droite pour l'axe des x ; si la droite AC est la trace horizontale 
du plan dans lequel le solide est encastré , le point A sera l'origine des coor- 
données , et AC sera l'axe des r. Ainsi pour AP := x, l'équation (367) 
donnera PM = 1 , qui sera la largeur du solide à la dislance AI* de la hase 
d'encastrement. 

693. Supposons que le point B (6g-. i44) soit l'extrémité du solide, de 
sorte que AB ^ / , et transportons, en ce point B , l'origine des coordonnées , 
l'abscisse du point M de la courbe aMB sera BP =: j:' , et l'ordonnée PM = z 
ne changera pas : nous aurons donc 

X = AP = AB — BP = i — jc', 

et si nous substituons dans l'équation (30^) , il nous viendra 

afPx' + C.r'* = ^ ^''^' + ^> :: (368). 

699. Si dans cette dernière équation nous faisons s = o , nous aurons 
2tPx' -I- dr'» — 0, 
ce qui nous donnera 

X- ^ , et x' = —~ =~ Hd... (369). 

La piemicrc de ces valeurs de x' nous apprend que notre parabole passe 
par l'extrémité B du solide, et la seconde que celte courbe icncontre l'axe 
AB des .r' en un point d au-delà du point It ; ainsi la parabole passera 
pat- les trois points a^ B et d , An étant la largeur a de la base d'en- 
castreiuent. 
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Dans ce cas, l'équalion (b) du n" 6g4 deviendra E := — . i^, en repré- 
sentant b par r. Mettons cette valenr de E dans l'équation (a) du n" 694, 
et il nous viendra 



P{1- x) + 



C (>—»)' 



(a). 



Faisons ici une observation essentielle , celte que l'axe dequilibre doit tou- 
jours se trouver au milieu de chaque section droite , c est-à-dire que la lame 
neutre doit toujours partager le solide en deux parties symétriques situées 
l'une au-dessus de l'autre ; d'oii il suit que, si la lame neutre est droite, la courbe 
qui terminera la face supérieure, sera |wrfaitenient égale à celle qui terminera 
la face inférieure, ctcesdeux courbes seront symétriquement disposées par rap- 
port k la lame neutre , que nous prendrons pour l'axe des x. 

Soit donc AB (fig. 147) l'axe des x ou la lame neutre; CMB la courbe 
supérieure , et EhjB la courbe inférieure ; si par un point P quelconque de 
l'axe AB nous menons la droite Mm perpendiculaire à cette dernière , la lon- 
gueur Mm sera une des valeurs de z données par l'équation (a) ci-dessus, et 
on aura PM ^ Pm; de sorte que si nous ne considérons que la courbe CMB , 
SCS ordonnées PM ne seront, pour les mêmes abscbses x , que les moitiés des z 
correspondantes données par l'équation (a). Si donc nous représentons par x' 
les ordonnées PM , nous aurons z =r ïx'; substituons cette valeur de r dans 
l'équation (a) , et il nous viendra 

f(i-x) + £ii^' = ^ X 8.'3 = ^;.-3, 

ou en faisant disparaître les dénominateurs et l'accent de z' 

Glr? (l — x) + 3Cr (l — x)* — 4talz^ (373), 

pour l'éfiuation de la courbe CMB en portant les s au-dessus de l'aie AB, 
et )X)ur celle EniB , en les portant au-dessous de cet axe AB. 

705- Transportons l'origine des coordonnées à l'extrémité B de l'axe AB 
du solide ; et pour cela observons que pour le point M la nouvelle abscisse 
sera BP ; nous aurons 

AP ^ :t = AB — BP = i — x' , 
.r' étant l'abscisse BP. En substituant dans l'équation (375) il nous viendra 



6lrPx' + 3Crj:'» = ilalz^... 
706. Faisons 1^0, il nous viendra 

ilPx' -1- Cx'' = 



(370). 
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. qui nous donnera 

X = ot et at = — -^ (377)» 



«t nous apprendra que les deux courbes CMB, EmB viennent passer par 
l'exlrémité B de l'axe AB du solide , et rencontrent cet axe en un autre point 
b, sur son prolongement , à une distance 



B4 = - i§.. 



, (378). 



Celle circonstance s'est présentc'e de la même manière (n" 699) pour le 
Cas où répuisseur du solide reste constante , et la largeur est variable. 

707. Par le milieu d de Bi , élevons la droite GF perpendiculaire à l'axe 
AB , et déterminons te point a ou c où la courbe CMBA ou ËmB6 vient 
rencontrer cette droite GF. 

(p , 

Pour cela , il faudra faire x' ^ — p- (puisque Bd ^ - B6 , et que BA = 

a/p 
— Tj-)» dans l'équation (876); il en résultera que 



- -7- + 



: 4lah\ 



ce qui se réduit & 
d'oij nous tirerons 



: de : 



= 4ote' 






,.(379)^ 



ainsi la courbe CMB passe par les points C, B , a et iA , ce qui prouve 
que cette courbe a sa concavité en dehors ; et la courbe EniB passe par les 
points E, B, c et b, et tourne aussi sa concavité en dehors , et en sens 
opposé de la première. 

708. Pour la courbe CBab, prenons le point d milieu de B& pour l'o- 
rigine des coordonnées; en nommant la nouvelle abscisse a", nous aurons 



; BP ~. 



: rfP _ Bd = aï- — J?, 



en mettant pour B/> la moitié de la valeur (378) de B6 , prise dans le 
sens absolu. En substituant cette valeur de x' dans l'équation (376) , il 
nous viendra 

36 



6IP1 






ce t|ui se rcduil â 



COURS DE CONSTRCCTION. 



ppt 



4wi 



celte équallon se rcdiiiraÎL i 



1 _ 4!îi 

— 3c;- ' 



. (38n). 



• (380, 



si P = , c'est-à-dire si le solide n'était chargé que d'une charge uniforme. 

709. Celle Hcrnicre équallon est celle de la courbe qu'on appelle secontU 
parabole cubii/ite ; ainsi, dans le cas où il n'y a pas de poids susjiendu à l'ex- 
trémilc libre du solide . les couiIks CMO, E/»0 qui en dcterminenl la forme, 
sont des secondes paraboles cubinjues > doul l'origine serait à l'estrémité fi de 
l'use AB du solide. Mais dans le cas oîi le polils P existences courbes ODl 
l'équalion (38o), et ne sont plus de l'espèce des paraboles admises jusqu'ici, 

à cause de la constante isolée -tt^ que celle équalion renferme nécessaire- 
ment. Cependant , on peut en faire une espèce particulière de paraboles , 
par la raison que ces courbes , comme les autres qui portent ce nom , sont 
limitées dans un sens, et indctînîes dans le sens opposé. 

En elïct , si nous résolvons l'équation (38o) par rapport à x'\ nous aurons 






3Cr* 



pps 



d'où nous voyons que tant que z sera positif, x" sera réel , puisque tous le» 

termes sous le radical sont alors posiliû \ ce qui \cut dire que la couilje s'étend 

à l'infini au-dessus de l'use Ail ; mais si nous prenons z négatif, comme i? 

■ -c ■' • I • . /^P' Liai , . 

sera negatii, X ne sera réel qu autant que y? > ^r^ z-*, ou que ces deui 

quantités seront au plus égales, ce qui donnerait pour la plus grande valeur 

possible de i négatif, £ = — J/ -, ■— . ■ , 

■valeur égale à celle (l^g) trouvée au u" 707 pour le point a. 

Ainsi les courbes Glln^, EBci portent le caractère le plus remarquable 
des paraboles en général ; c'est pour celle raison que nous les nommerons 
secondes paraboles cubiques affectées d'une constante isolM. 

On remarquera que l'origine des coordonnées de celte espèce de paraboles cf>t 
bien sur i'axe GF , mais non pas au sommel a de la courbe. Si l'on pi'c- 
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nait l'origine en ce sommet a , l'équation qui en résulterait serait beaucoup 
plus compliquée j elle renfermerait , en effet , trois termes de plus dans te se- 
cond membre , qui seraient respectivement iiCTcctés de z^ , t' et z , avec un 
(erme constant , et le premier membre ne chanterait pas. Le point d est donc 
Un point remarquable de cette espèce de paralioles , puisqn él:int pris pour 
l'origine des coordonnées, il donne lieu à Téqualion la plus simple. 

710. La grandeur du rayon r de l'arc de cercle que la lame neutre AB 
aOectera par l'action de la charge que le solide supporte, aura pour expres- 
sion celle (360) du n" 6g^ , a étant toujours la lar;;enr de la base d'incns- 
treoient, et b sa hauteur EC totale. 

71 1. Pour que tout ce qui vient d'élie démontré ait lieu , il siiflit que , dans 
chaque section verticale, Taxe neutre d'éliistitité soit situé ait milieu de la hait- 
(l'ur de la section ; de là il résulte que , au lieu de donner au solide le profil 
CBE (fig. i48)> on pourrait lui donner le profil CDE ( beaucoup plus conve- 
nable dans un grand nombre de cas), pourvu que ik=ab , Im = de , 
jio ^ f/, pq = gh y etc. , la droite CD étant horizontale ou inclinée. La 
lame neutre devant passer parles milieux A, r, 5, f , u, D des doubles 
ordonnées CE, t'A, /m , etc. , prendra naturcllen^ent la courbe XrstuD. 

Quant à la flèche de courbure , elle sera donnée par l'équation (374)* 

712. Dans le cas où l'on voudrait faire varier i» la fois « et i_, l'une de ces 
quantités pourrait varier suivant une loi donnée à volonté ; et l'autre seule serait 
soumise aux cendilions exprimées par IVquatïon (A) du n" (195. 

Supposons que la projection horizontale du solide soit le triangle rectilignc 
DBG (fv^. i/jD)) ^^ ^sc d'encastrement élant CD , et la droite AB , per- 
pendiculaire à DC , la longueur du solide. Dans ce cas , a élant la largeur 
DC de la base d'encastrement, à la distance Ac = .t , on aura la largeur 
ab par la proportion 

AB : Uc ; : DC : «t ou 1:1— .v W a ; ab = 



n II — x) 



(a). 



Ainsi , tians l'expression E ^ — , h ta phiL'c de a nous mettrons 
I 11 ' • 

a ( I — X\ ,, , ,, „ ta (t — x) .. 

'', et a la place ilc o ,, z : nous aurons h := . - i 

en mettant ensuite cette valeur de E dans l'équation (a) n^âg^* il »ous viendra 



d'où 



P + 



C (!-') . 



(38a). 



Ik^ 
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713. Si dans celle équation nous faisons x ^=: o, en faisant attention 
qu'alors c = i , nous aurons 



d'où 



383) 



sera l'expression du rayon de courbure qui , comme on voit , est dans ce cas 
indépendant de la longueur du solide, 

714. Mainicnant supposons'(âg. i5o) que AB soit la projection verticale de la 
face supérieure du solide , et que AC = fe ; prenons la droite AB (Miur 1 aie 
des Xj et le point A de la base d'cncastà'ement , pour l'origine des coor- 
données ; nous aurons 

AP = X , PM = r , et AB = / , 
et l'équation (38a) sera celle de la courbe GMB. 

715. Transportons l'origine des coordonnées à rextrémité B du solide; 
nous aurons x = Af =: AB — BP = i — x' ; 

en substituant dans l'équation (38i) il nous viendra 
P + ^ == — t3 (384) 

pour l'équation de la courbe , l'origine étant au point B. 

716. Faisons s = o ; nous aurons 



d'oii 



p/P 



— ^ = Ca.... (385), 



il suit de ce que x' n'a qu'une seule valeur, que la courbe ne ren- 
contre l'axe AB qu'en un seul point a, situé au-delà du point B, sur Te 
prolongement de AB. 

717. Prenons ce point a pour l'origine des coordonnées; en nommant x" 
l'abscisse aP , nous aurons 

x' = BP = aP — aB ^ 37" — ^ , 

en mettant pour aO sa valeur (385) prise absolument. En substituant dans l'é- 
quation (384) , il nous viendra 



Cx 



en supprimant les accens de . 



. (38ri). 
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C'est réqualioli la plus simple d'une pt-emière parabole cubique. On voit 
que celte éf|uation est indépendante du poids P suspendu à l'extrémité libre 
du solide. 

Quant à la flèche de courbure, on l'obtiendra en mettant la valeur (383) de 
r dans l'équation (373), ce qui donnera 

ta^ f loSof (aP + C) \ 



/ = , 



C)('-' 



ipal^ 



■ )■■ 



■ (387) 



6(,P + C) 

718. Supposons que la base dencastremcnt du solide soit un cercle; dans ce 
cas (n"3ii), nous aurons 



E = 



4 ■ 



w. 



p étant le rapport approché du diamètre à la circonférence , et R le rajjon 
de la base d'encastrement. Mais pour que E ait cette valeur , il faut que x = o 
dans l'équation (a) du n" 694; en substituant ces valeurs de x et de E dans 
cette érjuation (<i) ci-dessus, il nous viendra 



tpT{* 
- 4r 



_ 'P^* 



..,(388), 



sera l'expression du rayon de l'aie de cercle suivant lequel la lame neutre 
du solide se courbera. 

719. Pour indiquer que R est variable, représentons-le parx, ce qui nous 

donnera — =: ■—, ou en mettant pouresa valeur (388), ~ =z^ "^ — - J" -^ 

— ' (^P + C) '' -..-.-..„ j. E 

nous aurons 



(pR* 
, mettons cette valeur de — dans i'équalion (n) du n" 694 j d 



cc'-x}^ _il2L+£I£ 



aR' 

' (2P + C) I 



■ (389). 



p (/ _ x) + ■ 

ou îiR4P(i — x) + R4C (l — xy 
en Ëtisanl disparaître les dénominateurs. 

720. Supposons que la droite AB (Ëg. i5i) soit la projection verticale de 
l'axe neutre ; A le centre et DC le diamètre de la base d'encastrement, et le 
point B rexlrcinité isolée du solide ; prenons le point A pour l'origine des 
coordonnées, la droite AB pour l'axe des abscisses, et AG pour celui des 
ordonnées, si a; =: AP, l'équation (389) donnera 1 ^ PM , la courbe CM II 
étant celle qui, par sa révolution autour de l'ase AB engendrera te soliiie. 
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721. Tianspoitons l'origine des coordonnées à l'eslréinîté B du solide ; les 



L ne changeront pas, 
dans l'cqualion (Sëg), 



et a; = AP : 
sllc se reduir 



: AB — DP = / - 



SI dans cette dernière équation nous fuisons z. z 



(390), 



, nous aurons 



d'oi 



et a: =t: 



1» 



— Ba 



• (Sgi)- 



La première de ces valeurs de .r' nous apprend que la courbe CMB passe par 
l'exlrcmîtc B du solide, et la seconde que celte courbe rencontre l'axe AB de 
x' en un point a aU'delà du point B. 

723. Transportons l'origine des coordonnées au milieu c de la distance 
Ba / les X ne cbangeront pas , mais les abscises seront cP au lieu de BP ; 
nous aurons donc 

/P 
■ C ' 



: BP = cP — cB = a 



en mettant pour cB la moitié de la valeur (391) de Ba. Substituons cette 
valeur de x' dans l'équation (3go) , et il nous viendra 



R4Cj: 



/• n'P" 



: ;■ {2P + C) 14, 

toute réduction faite. 

734. Résolvons cette équation par rapport k z, nous aurons 



ï = ± n- 1/ 



cv> 



IP« 



PC»i> + C) ■ 



(39^)- 



Celle cqualion nous montre que depuis j:'';=:o, jusqu'à ce que C^r"^> i-P% 
les valeurs de ; seront imaginaires ; c'est-à-dire qu'il n'existe pas de courbe 
entre les points B et « ; mais au-deià de ces points , il y aura deux bi-nnches 
DBC , dah séparées par la distance Bn, qui s'ctcndronl à l'infini. Cette courbe est 
donc une hyperbole , et comme son équation est du quatrième degré , celte 
hyperbole est du quatrième degré*. La révolution de la branche CBD autour 
de l'ase AB, engendrera le solide dont it est ici question. 



725. Si <ians Icquation (373) on met pour r sa valeur (388), on aura 



>/■ = 



îl fiP-i-C) 






(393). 



J 
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En continuant de raisonner de la même manière sur les dirTércnlcs valeurs 
C|ue prend E^ quand la base du solide change de forme , on arriverait à la 
détermination de l'abaissement de l'extrémilé B de ces diflfe'rens corps, ainsi qu'à 
celle de leurs formes dans le sens de la longueur. Ce genre de recherche con- 
duirait à des résultats plus ou moins curieux , mais je craindrais de sortir des 
bornes qui conviennent h cet ouvrage en les poussant plus loin. Au reste , je 
crois en avoir assez dit sur celle matière, pour qu'un lecteur habitué au 
calcul , puisse, de lui-même, résoudre les questions qui pourront l'intéresser. 



ij:con vih. 



Éi|uatioa de la caiirLc qiip prend tm prisme pose lîbrcmrnt siircletix appuis de niTcnu, cl : 
lion d'une chai-ge uniforme dans l'ioienallc des appuis, cl d'un poids sus^iendu c 
(juclcoiitiuc do sa longueur. 



726. Supposons d'abord que le solide soii sims pesanteur^ et ne soit chargé 
que d'un poids suspendu au milieu de la distance entre les appuis. 

Soient ACB ( fig. iSi) , la courbe qu'a pris l'axe neutre du prisme, et 
A, n les points d'appui. Nommons 

2p le poids suf pendu au milieu de rintcrvalle des appuis, et 

/ la moitié AD ou DB de cet intervalle; 

Il est clair que la lame neutre ne changerait point d'état , si au lieu du 
poids 2P, on plaçait un obstacle invincible au-dessus du point C , et nu 
lieu des appuis A et D, on substituait deux forces égales chacune à P , et 
agissant de bas en haut. De plus , l'équilibre ne sciait point troublé , si l'on 
supposait encastrée l'une des moitiés du prisme, la moitié ACj par exemple, 
l'autre étant livrée à l'action de la force P , appliquée au point B , et agissant 
de bas en haut. Cette moitié du prisme serait donc dans le même cas que 
dans le n" 653-, d*où il suit qu'en prenant l'origine des coordonnées au [wini C, 
et pour l'axe des abscisses la tangente horizontale ab , menée par le point 
milieu C de la courbe ACB, l'équation de Ijt moitié CB de celle courbe ser;i 






comme au n" 65;î , P n'étant ici que la moitié du poids s««pfndil au mi- 
lieu de la pièce, et l la moitié de l'inlervalle des appuis. 
Il est évident que l'aiilrc moitié aura la niême équation. 
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727. La flèche tic conibiirc DC = /, sera donc aus^i, comme au n* 654 

/ = m (395) , 

P ^tanl toujours la mollié du poids suspendu , et / la moitié de l'iuler- 
wlle entre les appuis. 

728. Proposons-nous de trouver la courbe d'un, prisme posé librement sur 
deux appuis de niveau , et soumis h Faction d'une charge uniforme dans tout 
l'intervalle des appuis. 

n est évident que dans ce cas , chaque point d'appui supportera la moitié 
de la charge du solide , que nous nommerons 2G. Ainsi les forces P , Q 
(Bg. iSs), qui agissent de bas en haut pour remplacer les appuis , seront 
ici égales à G. Celti pose, supposons que la moilié AC du solide, vienne î 
être encastré , l'équilibre ne sera pas troujjlé , et la tovce P =: C , appli- 
quée au point B, scru obligée, non-seulement de vaincre la force d'élas- 
l ici lé qui aurait lieu si le solide était sans pesanteur , et seulement soumis à 
l'action de cette force , mais encore celle que développerait la charge uni- 
forme distribuée dans la longueur CB , si l'encastrement ayant lieu au 
point G , le point d'appui D n'existait pas. Or, si la moitié libre CB du corps 
était sans pesanteur , la force P =: C produirait une flèche de courbure 

CP 
(n° 728) qui serait égale à ^rf ; mais la charge uniforme C de rette moitié 

du prisme , produirait en sens contraire une flèche de courbure (n" 657), 

égale a ^ j^ ; nous aurons donc 

/ ^ :i - BË = Ï4E C^9^> 

729. Da ce que la flèche de courbure est ici la différence entre celles 
données aux n"' 653, (j57 , il s'ensuit nécessairement qu'il en est de même 
d'une ordonnée quelconque ; par conséquent , une ordonnée y quelconque 
de cette courbe sera la différence des seconds membres des équations (Sagl 
et (3ai)i c'est-à-dire que nous aurons 



C / Px* X* \ ... . 



730. Cette m-inièie de trouver l'équation de la courbe du solide uniforme-' 
ment char-é dans l'intervalle des appuis est liès-s;mple , mais elle peut pa^l 
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Tattre un peu subtile ; en voici une autre loule difTérente , qui conduit avec 
plus de détails au même résultat. 

731 . Supposons que l'origine des coordonnées soit le milieu C (fig. i Sa) de 
la courbe AGlî , lequel point G est celui de contact de lu tangente hori- 
tontale ab que nons prendrons pour l'axe des abscisses. 

Cela posé, appelons x l'abscisse CP du point M de la courbe j l la moitié 
aC ou iC de la distance entre les appuis , et sG la somme des poids uni- 
formément distribués sur la longuer de la pièce. Les distances du point P aux 
points d'appui seront dP ^ i + a: , et PA =zi / — x. Les charges des deux 
parties AM, MB du solide , seront proportionnelles aux longueurs / + * i 
l — x; de sorte qu'on aura 

pour la charge de la partie AM ; et 

'2l : 2G ; ' Z — a; ; 



C ( l ~ x) 



pour celle de la partie MB. 

Ces charges tendent à faire baisser le point M ^ la première autour du 
point A , et la seconde autour du point B. Mais ces charges agissent à leurs 
centres de gravité , qui sont respectivement au milieu des distances aP et Pi ; 
les moitiés de tes cliarges appliquées au point M, proiluiraicnt sur ce point 
M le même cfTct qn auparavant , ainsi le poids qui fait baisser le point M 
autour des points d'appui est donc 



C C ' + -^ ) 



' ^) . 



Supposons maintenant qu'un obstacle soit placé au point M , de manière qu'il 
s'oppose à un mouvement de translation verticale, mais n'cmpècltc pas un 
mouvement de rotation autour de ce point M ; cet obstacle ne changera pas 
l'état d'équilibre , de sorte que, si l'on venait à supprimer les points d'appui, 
le prisme resterait en équilibre autour du point M, si les pressions sur ces 
points d'appui étaient remplacés par deux forces verticales P,Q, respectivement 
rcquivalentes k ces pressions,, appliquées aux mêmes points A et li , et agissant 
de bas en haut. 

11 faut do;ic que 1rs pniuis d'iippui A et B réagissent contre la charge du 
prisme, de manière que les momens de ces réactions par rapport au point M 
soient égaux. De plus , la somme de ces réactions doit être c'j^alc à la charge 
G qui fait baisser le point U do prisme. Or , les bras de levier de ocs 

a? 
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riactions sont aP on l -^ x, et ?b ou l — x ; mais pour que les wo- 
mens de ces réactions soient égaux , il faut qu'elles soient en raisgn inverse 
i\e leurs bras de levier i + ar^ î — a;; si «lonc on appelle P et Q ces rcac- 
Iron! , on aura P^Qt*. ' — *- ' + *. 

P étant la réaction da point d'appui A , et Q celle dn point d'appui B. 
CeHft pro|iortion nous donne 

P + q l o'', 2t : t + X ; 

mais P -f Q =: C , 



donc 



d'où Q ^ 

Le moment de Q sera donc 

C (l -i- x) (l 



C (l + x) 



C ( P — a*) 



il 



On trouverait la même expression pour le moment de P. Or , c'est «videin- 
ment l'un de ces momens qui doit faire équilibre à celui — de l'éiasticitc qui se 
développe dans la section droite du prisme au point M. Ainsi on aura 

— = — i ; : dou - = -^ ( i' — a;* ) (a). 

Quant aux étémens de Tordonaée j y ils auront encore poiu: expression 
d = - (^x — x') , 
de sorte qu'en mettant x' au lieu de as dans la formule (a) , il viendra 

'^ = ^ t'' ~ "^'"^ t* ~ ''"^' 
d'où l'on voit que ta somme de tous ces élémens sera 
C ( 



il^-x'^)ix-a^').. 



et en faisant la même remarfjae que précédemment sur 
x", etc. j il viendra 
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Développons les termes de la grande pai-cntlièse » nous aurons 
(i*— ,)(r— i) = l'x — l' — x+ I 
(;■ — 4) (i — a) = l'x~if — 4x + i 
(l- - 9) (j: - 3) = l'x - 3i' - 9^ + 27 



(!■ - n') {X 



n) = l'x — ni' 



Faisons la somme de ces équalions meinbn: à membre, comme il ; en a 
aataDl que d'unités dans n , il viendra 

M=»I-J— i" (i + a.... + ») — X ( 1 + 4 + ... +»■) 

+ (i + 8... +«'); 

prenons les limites , il en résultera 

3+4' 



M = nl'x — - 
et en faisant x = n , 



u ,, , Px'' X* , X* thc* X* 

U == f^' ___- + ^=__-. 

Si nous substituons celte valeur de M à la place de la grande paren' 
thèse de la dernière râleur de r , il nous viendra enfin 

^ ~ aie la la i 

pour réqualion de la moitié CB de la courbe , comme au n" ^3^ (*). 

Cette équation donnerait la valeur (398) de la flèche de courbure , en y 
faisant se = l. 

732. Si le prisme était à la fois soumis à l'action d'une charge et d'un poids 
suspendu au milieu de l'Intervalle des appuis , il est évident que l'eipression de 



i 



(* Si dans l'é^ualion (a) du d* fSi nom mettooi poar - 
il Doui viendra 



valerr -r^ , qui a lieu daat 



l'hypothèse où ^ = 



■a^.('- "•)• 



agî COURS de constuvction. 

l'ordonnéfi d*un point quelconque de la coui'Iie qu^il nlTecterait , serait I* 

somme des seconds membres des équations (Sag) et C^g;) i de sorte qu'on 



y 



— E l a () / + alE >, a la > 



(398). 



P étanl la moîlic itu poitïs susiiendu au milieu entre les appuis , et C celle 
lie !a charge unifoi'me. 

Celle charge (inifurme t>cul n'èlre que le pjids propre du solide , ou ce 
même poids , plus une surcharge uniforme. 

733. Supposons maintenant un prisme sans pesanteur, chargé ttim poids 
suspendu en un point quelcon(fue dans riiiten'alU def appuis, supposés tau- 
jours de niveau. 

Soient ACB (fig. i53) la courbe de la lame neutre; D le point d'ap- 
plication du poids 2p ; c la distance GD du milieu G do l'intervalle de* 
appuis au point D d'application du poids 2P , Ma moitié de AD , et .t, y 
les cDordonne'es DP , PM d'un point quelconque M , de la partie DB de la 
courbe en question, l'origine des coordonnées étant le point D, et l'axe des 
abscisses l'horizoptale Rf menée par le point D. 

Gela posé , nous aurons DE = l — c , et FD = / -|- c , pour les 
distances des points d'appui au point d'application D du poids 2P. Les pres- 
sions sur les points d'appui A, B, pourront être remplacés par deux forces 
verticales, agissant de bas en haut, qui seront en raison inverse des bras 
de levier DE ;= / — c, FD = l -^ c ; de sorte qu'en nommant H et K 
ces forces , nous aurons 

H r K :: / -f c : i — cd-où h + k. : h,;; ^j ;.a-+,:^, 

mais lenr sùmine H + K = aP ; ce qui donnera-"""'''' i '('lup* qftU 



vtiiiK] 



■i-irdi 






en intégranl deux fuis de i 



et a", 
corome < 



s le corpi de l'ouvrogis 
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.P(l- 



« 



sera la force qui remplacera le point d'appui B. On trouverait «jtie celle qui 
remplace le point d'appui A est 



K = 



PC- c) . 



.m- 



Supposons que le prisme vienne k êlre encaslré dans toute ia parlie Al)M<, 
ce qtii ne troublera pas l'état d'équilibre ; le moment de la force U par rap- 
port au point M, sera PE X H, et ce moment devra faire équilibre à 



^eltii 



de Iclnsticité de la section droite au point M \ nous aurons donc 



PE X H = ^.. 



, (c). 



Hais PE ^ DE — DP ^ l — c — x; en substituant cette valeur de 
PE , et celle (fl) de H dans l'équation (c), il nous viendra , ^ 



P(/. 



0(r-c) = £.. 



w 



l'M»Is»»b n.'-* 



Pour avoir l'ordonnée PM^=^', nous *, observerons que latengente DT, 
menée au point D d'application du poids aP n'étant pas horïzont^e, en la 
prolongeant, clic coupera l'ordonnée FM en un point m; et tes étémcns de 
la courbe comprise entre le point D et le point M étant prolongés , ne ren- 
contreront celte ordonnée PM qu'au-dessus du point m ; de sorte que la 

la somme des élémcns de la ferme d = ne sera plus égale à PM, mais 

seulement à mM ; à celte somme il faudra donc ajouter P/n pour avoir l'or- 
donnée PM. Or , le triangle rectangle DP//i donne 

1 ; DP * ' tang. mDP l,Pm, ou 1 \ x\\_\.»n^- n ', P/n = j: lang. n... (e). 

Gela posé, pour avoir Pordonnce PM ^ heus maltrons' ta 'valeur de - 
tirée de l'équation (d) (après y avoir mis ;c' à U place deivr) dans l'expres- 
• d'un élément de mM , ce qui nous donnera „ ^^ , 



.ZJ1±±1 



(l~c-x') (a,~x') 



Comme tous les élémens du segment Mim de l'ordonnée' i* seront de celte 
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forme, mais que x' sera successivement remplacé par a", x', etc.; leur 
iommc , ou mlVl sera 



Mm — 



P(l4-c) 



{l — c — x') (x'—x') 4- (i— c — *") {x — x') 
+ (f _c — j:-) ix — x') I 

et si nous ajoutons ceUe dernière, membre k membre à l'étguation (e), il 
nous vieoiira 

y =r. x tang. n + \ {t — c — x') (x — *') + (i — c— a?') (le — «") 

4- ii-c-x')(x-x') \ 

En considérant les x' , x" , x', etc>, comme d'habitude, il vïendi'a 
}■ = «: lang. « + ^-TT^' { ('-<^-0 i'- ') + ('-'-') (^-a) 

+ y - e - 3) C» - 3) 4- (t - c - ») (» - „) I (/). 

En développant chaque ternie de la parenlhèse , nous aurons 
(i — c — OC"'' — i)^ Ix — cj — ' .r — / + c 4- 1 
(l — c — !!) (j; — a) =:: fit — ex — ax — ai -}- ac 4- 4 
{? — c — 3) (x — 3) = /j — CiT — 3jt — 3i 4- 3c + 9 



(/-c-«)(^ 



-h) == ir — ex - 



- ni 4- «c + «' 



et en faisant la somme de ces équations membre à membre , comme il y eu a 
autant que d'unités dans », en nommant M la somme des premiers membres , 
il nous viendra 



M = nix— /icj: — a; (i 4-24-34-4...- 4- ») — '('+* +3.. 

c (I + a + Î.V. 4-«) 4-14-4 + 9- + «•■ 

La limite de cette somme (note page 5e) sera 

TU t "^ "*' , n^e n* 

M =: nlx -^ ncx — — — ■■ — + — 4--?) 

faisons n ^ x , nous aurons 

», , , , a^ Ix* , ex* , :^ 

U^lx^-cx^-^-^ +T+ 3» 



+ «)- 



ce qui 5e réduit i 
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si donc nous mettons cette valeur de M à la place de la grande parenthèse 
dans la valeur ('/) de^, nous aurons 



p (l + c) t t—c ., a> ) 



•W- 



pour la parlie DB de la courbe (*). 

Soit M' un point quelconque fie Ta branche DA de la courbe ACB ; "lîotn- 
iiwns X l'abscisse DP' ; nous aunoos 

FP' = DF — DP' — l -Y c — x...(h) ; 

or, si nous supposons le solide encastré depuis le point B jusqu'au point M' , le 
nranrnntdelïlbreeK, par rapport au point M' sera KX FP' i ow » mettant 

jwur K et pour FP' leurs valeurs (i) et [h) , ^ — {l 4- c — x)\ 

et comme ce moment doit iàîre équilibre à celui — de l'élasticité qui se dé- 
veloppe dans la se<jitfn droite en M' , il nous viendra 

l^^^l + c-.)=^- (0-: W,..,, :., .■, 

La somme des éléraens de la forme ■■■ ^ sera m'M' , de sorte que 
pour avoir l'ordonnée P'M' = 7 de m'M', il (hurirn fcbrancber f 'j»'. Or, 



CyDîTisoDs les (leDX termes de f éqaatkni [d) par C \ «t niettoii»-^ la v^leor ^êténje de 1 
dans l'hjrpothèse oii ^-5 ^ o, il nous viendra 

P (f + c) {l~c — x ) _ d*y 
Intégrant une première foU, nous au roui rrr'i 

II^TT^- '^ ?' + '>("-«-?)-'"«•"- 1. 

el en intégrant encore une foii 

P ,,,, r l* et' i'\ 

.vJ> ii; ,°!, V "* ~ ?; ~j} "'"'■,""■'■. ,. 

■■■■■> -u'*' ttgl » T 1, ■(»*■■■« rj^^Ji »» j J 

. . = , -li-i _ 

comme dans le corps de l'iiUTMgc. ' ,' — ^f — 



-.96 

si de l'équation (t) on tire la valeur -, aprb y avoir mis x' au lien de x^ 



■ la mettre dans la valeur de d, nous aiirons 



. P('-0 ', 



n (^ -■''). 



et par conséquent 



'M' 



F (l-c) ( 



(l+c-x') (x-x-) + (l + c-x') (x-r) 



+ C + c- 



X-) !,x-x).. I 



ou en faisant dans la grande parenthèse lef imê^^^obserrations et les mêmes 
calculs qu'à l'ordinaire 



i.'M' = - 



JE 



(^^^-?l 



-i, 1 



i\ ffl. 



Quant à m'P', on trouvera , par le triangle ,rpx:laiigle DP 

ni'P' = X tang n; 
et par conséquent 

, P (l ~~c) Il +1c „ a? 

m ■y = -'^ ^''"s- « + — îË — ■ î ~ir 

«ra l'équation ,-de la courbe DM 'A. 

734. Si dans l'équation {g) nous faisons x ^=1 — c , c'est-à-dire a; = BE , 
il nous viendra ~ 

^=BE=/=(.-c)<ang.«+^-iy^)|^^-l^} _ 

/:= (i-c) tang. n + ?^|^ Ci-c)3 (/), 

et si dans l'équation (A) nous faisons x-=: l -\- c, c'est-à-dire , x ^r AF , 
il en résultera '" ' ' ' 

, = FA = BE = /=-(i+c)Ung.„+I^[!^?-£±tf2| 

ou /=-(« + c);i.nç. „+ L!ir:f)(i+c)C;: (m),' 

si nous ajoutons les deux équations (T), (in) après les àVoir multipliées , la 
première par f + c > cl la seconde _ipfir E -t- c , jl, nptu. Tiendra 



=;/ = 



PC+ri» 
3£( 



(i-c)3 + r"-')' (; + cy,. 



J 



735. Pour avoir la valeur de lang. n , on retranchera rt<[uation (l) de 
['équation Qn) , ce qui donnera 

= - ai tang. «+ 3-^ * (£_ c) (f + 0' - ('+ C' - «)' | 
^tfwi tang.n = ^y^ (4oo). 

Enfin, substituons cette valeur de tang. n dans chacune des équations 
(g) et (^), et il viendra 

■'^ — 3/E ^ Œ l » 6 ^ S 

_ ,rc.i?-c') PC-.) i i+c ^.. _ i ^, ) 



<foi> 
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P(P-t')« 
' — SEt ' 



. (399). 



P(l+c) (at(l — t) l_c , 



^7'+-^i 



■ x^ — ^ x^ 



(40 0. 



•-^ ^ — lëT^ \ 3 " ^ ^^ "6 

pour les équations respectives des branches de courbes DB , DA. 

736, Cherchons maintenant l'expression de la tangente trigonométriquc de 
l'angle formé, avec l'axe "^V des abscisses, parla tangente M'T ffig, i53j 
à la courte DA , menée par un point quelconque M'. 

Four cela, soit la sécante 3I'S , qui coupa la courbe DA aux deux pointa 
M' ) m, dont les coordonnées sont respectivement ^ -, y et x' , y' . 

Si par le point m on mène la droite mn parallèle à GF , le triangle 
nmW donnera 

I ' tang. m \\ mn ', hM' , ou 1 ' tang. tn \\ x — x' | _y — /' , 

d'où (x — x') lang. m =:z y — y' (a). 

Les coordonnées des points M', m devront satisfaire à l'équation (4oa) de 
la courbe DA , de sorte que nous aurons 



, P(i-o s ,-c{i^,) 

(E \ ~*T ■ 



■ '±S. 



M" 



598 

et y 
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P(l — cl 



'('+') 



x' + 



l+c 



/E ( 3 

Retranchons ces deul équations membre à membre^ et il nous viendra 



,_!'(' 



^\ 



'■{x-^')- 



(.r' -x") - 



l(x=-.'n: 

ou en mettant pour y — y' sa valeur (a) 



(x—x')tang.m = 



P('-0 S 



icjl + r) , 



' + 



-ipc'—x'')- 



i(x3_a:'3)|. 
Cetlc dernière étant divisible par x — x' , il en résultera 



tang. m - 



P{l-c) 



i(!+l) + i±f (.+..). 



g (x' +xx' + x'') J 



.(6). 



Si maintenant nous supposons que ta sécante M'S tourne autour du point 
M', pour venir coïncider avec la tangente M'T, le point m s'approchera de 
plus en plus du point M' , de manière que ce ponit »t coïncidera avec le point 
M' aussitôt que la sécante M'S coïncidera avec la tangente M'T; mais dans 
ce cas on aura x = x' , cl lequation (i) se réduira à 
. PÇf-O ^ ac(H 



tang. m. = - 



+ il + c)a. ~'-x^-l (4^>3), 



/E i 3 

et sera l'espression demandée. 

737. Cherchons la valeur de x, pour le cas où ttuig, m^o, ou, ce tfui 
revient OM même y la valeur de V abscisse x du. point de la courbe DA , pour 
tjuela tangente h celte courbe soit hortLontale. 

Pour cela, il suffira d'égaler à la parenthèse du second membre de Tc- 
quation (4o3) , ce qui donnera 



X'~~2 (Z + c) x4- 



^c (1-. 



+ (^'-o 



• c;m). 



Nous ne donnons que le signe — au radical , parce que le signe -h 
nerait une valeur pour x qui dépasserait DP. 
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738. Cette valeur de x repondra au point le plus bas de la courbe ACDB 
(6g. i53)j de sorte qu'en la mettant à la place de :r dans l'équation (402) 
nous aurons 



6 ' 

De'veloppant les termes de la grande parenthèse, et réduisant, il nous 
viendra 



^ = _ Ui=D ) _(±IîKi±i)! + C + Offl-O ^(i+çK3i=l) j (4,5). 

Telle sera l'expression de l'ordonne'e du point le plus bas de la courbe ADBC 
(fig. ,53). 

739. En ajoutant cette ordonnée , prise avec le signe + , à la %'aleur (3g9) 
de f=z BE, nous aurons la plus grande flèclie de courbure, qui sera 



PC/* — c') 
9EI 



(3(_o)i/n±ïii!i^n.. 



(4o6), 



et qui se réduit à celle du n" 727, en faisant cr:=o, c'est-à-dire, en sup- 
posant le poids -iP suspendu au milieu de l'intervalle des appuis , comme 
cela doit élre. 

740. Si nous mettons x + c au lieu de x dans l'équation (4oO> elle 
se changera en celle-ci : 



/=^^i + ^-^^(^ + o- 



'■{':+<:)'+ ^^l..(407). 



et si nous substituons a: — c à la place de ce dans lequation (402) , elle 

viendra 

P('-O t at(l-r)(x-c) , (1-0 (,-c)' (.t-cf , 



+ ' 



-^j...(40!S 



Ces équations seront celles des courbes DB , DA. (fig. i53), l'origine des 
coordonnées étant le milieu G de l'intervalle des appuis. 

^7A1.Nous avons trouve (n'' 784) quc/=BE=^P/ï^^ — ^y. — - ; or PM = 
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¥p — iM ou y ^ — ^Wï — — /' » *' ^°°*^ "''"^ substituons cette valeur de 
/ dans les équations (407)} (4o8), elles deviendront 



3FJ ^ 



(^ + ■=)' ) 



—5g; ^ Ei— ) 3 l* — «J H — 1»= "> 

6 ( 
c'est-à-dire, 

_ P(i-|-.) ( (' + t)('-0' _ «(i-c)(« + _ (l-t)f»-^-' 

-' ~ El ( 3 3 » l 



" ~ Ei ) 3 "•" 3 7 



■ «.o)- 



Lcqualion (409) sera celle de la branche DB , et lequation (4'o) celle de 
l'autre branche DA , l'origine des coordonnées étant au point H , sur le mi- 
lieu de la droite AU, qui passe par les points d'appui A et B. 

742. Ces deux équations nous montrent que dans ce cas, comme dans tous 
ceux qui précèdent, les ordonnées sont projwrtTonncJles au poids P, puistfiie 
ce poids est facteur dans leurs seconds membres. 

743. Reprenons l'équation (397) du cas de la charge uniforme qui est 

r=^av-s) (")- 

et rappelcwis-nous que la flèche de courbure (n" 738) est (Sgô) 

f = l% «■ 

L'équation (a) suppose l'origine des coordonnées au point de contact G de 
la tangente horizontale DE (fig. iSa) ; transportons cette origine au point 
D, milieu de l'horizontale AB , qui joint les points d'appui. 




La première de ces ilcux équations sera celle de la branche DB (fig, 1 53) , 
cl la seconde celle de la brandie DA de !a courbe ADIÎ f|uc prendrait la lame 
neutre d'un prisme chargé uniformément dans tout Tintenfalle des appuis , 
et d'un poids aP suspendu en un point quelconque D entre ces appuis. 

745. Pour avoir la plus grande flèche de courbures de ce prisme , il fau- 
drait déterminer la tangente Iri^onomelrîque de l'angle formé par la tangente 
à la courbe (en un point quelconque de la branche DA) avec rhorizonlale AD , 
qu'on trouverait être (n° 786) 



tang. 



EI 



■) 19£(H-0 



-^ - ^ 



^ + ?| C4.3). 



i 



On égalerait ensuite le second membre de cette équation à zéro, ce qui 
donnerait une équation du Iroisicme degré, qui, clant résolue, ferait con- 
naître la valeur de x qui répond à la plus grande ordonnée de la courbe, c'est- 
à-dire , à la plus grande flèche de courbure : en mettant donc cette valeur de 
X dans 1 équation (4 '2), elle donnerait la valeur âe r qui est cette plus 
grande flèche. Pour éviter la longueur des calculs, nous nous contenterons 
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de déterminer la flèche de courbure qui a lieu au milieu de l'intervalle des 
appuis , et d'autant plus volontiers, qu'elle ne peut différer que très-peu de la 
plus grande , la courbure du prisme élant toujours supposée très-petite. 

746. Pour avoir cette flèche de courbure , il suffira de faire .t = o dans 
l'équation (4 1 a) j ce qui donnera 

(?\ , 5CP 

Telle sera la flèche de courbure au milieu de l'intervalle des appuis daas 
le cas d'une charge uniforme et d'un poids suspendu en un point quelconque 
entre les appuis. 



El ■ 


(((-c)(/ + r)« »<?(!+ ''(l+c) 
[s i ^ 


PCI-, 
6(E 


l(,P_,((g,_,,)_,Ocl) + f-^ 



Dr 1.1 courbe que jircnd \ 



LEÇON IX. 



1 prisme pose horizontalement et librement sur deux, appuis , et chârj 
(le diverses maDiéres entre Les appuis, 



747. Supposons d'abord qu'il s'agisse de la courbe que prend un prisme 
chargé de poids dont la somme est rcprcsenlée par le triangle XKh ffig. i54Jj 
dont la base est la longueur AB, comprise enUv les points d'appuis , et dont la 
perpendiculaire liD abaissée par le sommet E sur la base AB , divise cette 
base en deux parties égales, 

II faut d'abord observer que la charge du prisme, représenlée par le 
triangle ABE, dès que le pristnc a pris la flexion qui lui convient , est repré- 
senlée par la Bgure curviligne ACBF. Mais les éicmens verticaux des deux figures 
restent les mentes ainsi que leurs aires et les distances de ces éicmens par 
rapport au milieu D de la distance entre les appuis. D'oii il suit que nous 
pourrons calculer les charges des diverses parties de la pièce , d'après le 
triangle ABE. 

Cela posé , nommons : 

aQ la charge totale ABE ; 

l la moitié DB ou DA de la distance entre les appuis ; 

et X et y les coordonnés CP, PM d'un point quelconque M. 

D'après cela , chacun des triangles ADE, DBE sera représenté par Q; 
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charge Je la partie ACM de la lame neutre sera représcnl<5e par la figure AoîNE, 
et celle tle l'autre partie MB sera le triangle oNB. 
Le triangle BoN étant semblable it BDE , on aura 

{Dhy : (ony :; bde : oBn, 
ou f ', (i — xy 

On aura le trapèze 

D<,NE = Q - Q ",---' = Oil^lnfl) (S), 

Les charges (a) , (b) et + Q font baisser !e point M , en le faisant tourner, la 
première autour du jioint B, et la seconde autour du point A. Mais ces 
charges, pour faire baisser le point M , agissent k leur centre de gravité. 

Le centre de gravité de la 'prcniiôre (a) est à une distance, du point 



-. Q 


oBN = 


= a^^" c 




P 



3 (I — X) 



son moment par rapiwrt iui point B sera donc 

-^^F^ w- 



Appelons Run certain poids suspendu aupointM; le moment de ce poids par 
rapport au point B sera R {l — x) ; 

moment à celui (c) de la charge comprise entre les points M 



égalons 

et B , nous aurons 



K(,_,)=^2Ji-iLA 



divisons de part et d'autre par l — ; 



, il viendra 
£2 » 



pour la valeur d'un poids suspendu au point M , qui produirait sur ce point 
M le même abaissenieut que la charge (a) répartie sur la longueur MB du 
prisme. 

Le moment par rapport au point A de la charge de la partie AM du prisme, 
sera la somme des momens de la charge représentée par le triangle ADE, et de 
celle représenice par le trapèze DoNE. Or le moment de la charge représentée 
par le triangle ADE, sera 



QX 



il _ aQi 



• w- 



Quant h celui du trapèze DolNE, on observera d'alwrd que la superficie du 



2 
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triangle DBE = '- X C*E = Q , d'où DE =^ ~; et que les ti-iangles sem- 
blables DDE , oBN donnent 

DE : Bo ; ; DE : oN , 

ou ; : i - ^ : : °-2 : oN = j9"-^'> (/■). 

Ensuite la dislance du centre de gravité du trapèze DoNE par rapport i 
la droite DE , est (n» m) 

T ^ oN + DE ' 

aO 

et en substituant pour Do sa valeur x , pour DE sa valeur -^ ; et pour 

oN sa valeur ^ — — » il viendra 

40 CI-») îQ 

3 ^ aQ (l-i) , a(j ~ « — 3.» W> 

? '" I 

La distance du même centre de gravite' par rapport au point A sera donc 
égale à l'expression {g) , plus la distance AD = l ; ainsi en appelant ij 
cette distance , on aura 

, , 3/i— m" 2 (3(« — 1«) ,,, 

I^ moment de la charge représentée par le trapèze DoNE , pris par rapport 

au point A, sera donc égal au produit de (i) ^ -, par la distance 

<f du centre de gravité du trapèze au point A ; de sorte que ce moment sera 

P -^3 {it~x) ~ 3i» ''*''• 

La somme des momcns (e) et (i*) scia celui de la charge toiale com- 
prise entre ies points A et M , par rapport au point A , et sera égale à 

3 "* -iP ~ ■ 3? ''*^- 

Nommons R' un poids suspendu au point M ; le moment de ce poids, par 
rapport au point A, sera R' (l + x); sî donc nous égalons ce moment à 
celui (k) , nous aurons ' 



mm 



THEORIE CtSERALE UE LA ilESISTANCB UBS CORPS SùtlDES. 
„, _ iQ (P + tPt-:v') 



Nous avons trouvé (éfj. (rf)) R = —^ — ^« —; 



i donc nous ajoutons ces deux expressions , nous aurons 



R + R' 



-Q(^- 



■iP 



aQ (P+3P.r— x^j _ 3Q(aP +.a/.t— .t' ) 



CO 



pour colle d'un poids qui , suspendu au point M, produirait, sur ce point M, 
le même elTct que la chari^c totale du prisme. 

Actuellement, supposons qu'au lieu des points d'appui la charge du point M 
soit soutenue par deux forces verticales dirigées de bas en haut , l'une ap- 
pliquée au point A , et l'autre au' point B. Dans l'clat d'équilibre, la somme 
de CCS deux forces sera égale à la charge (/) du point M, et les momens de ces 
deux forces par rapport au point M seront égaux. 

Appelons l* la force appliquée au point A , et P ' celle appliquée au point B j 
les bras de levier de ces forces, par rapport au point M, étant respect ivement 
l -\- X et l — .r , on aura 

p (; + i) = P' ((-*), 

d'où P : P' ;■.' — ■»;' + ^, 

p + P' : P' :: =' : ' + X. 



ce qui donne 

Hais 

donc 

d'oii 



p + p' = R + R- = 'Q'';f+r''r''' ; 



aQ (al* H 



3' (' + ■«) 



-«•) . 



l + X 



(m). 



Le momenl de ee point P' par rapport au point M sera donc 

P' (l-x)=2 (a/" + ,(^-x>)(i_«), 

ce moment doit faire équilibre à celui — de l'élasticité qui se développe dans 
la section droite du prisme au point M ; on aura donc 

7 = â (''' + ^'"^ - =" ) ('-*) = §(=''- 3i^' + oJ ) („). 

Les élémens de l'ordonnée y seront encore ici de la forme 



3o(> COUas DE COKSTBOCTION. 

et en liraiit la valeur de - de l'équation («), après y avoir mis x' au Ucii_ 
de a:, qui sera 

~ = j^ (jii-3;x'» + »'a) (o) 

pour la mettre dans la valeur de d , it viendra 



! = J.f.i>-; 



Ix:' ^ ■\- x'^) {x. — ar'). 



Comme les autres élémens de y seraient de la même forme , en substituant 
x", x", etc. , dans celle-ci , au lieu de x' , la somme de tous ces élémens sera 



r = 3^1(^'= 



( I — x' ) + {^V — 3(x"» + x'') 
etc. , les mêmes observations que d'ha- 



3^x'^ -|- X' 

(X 

En faisant sur les abscisses x' , 
bilude , il viendra 

+ {3(^ — 3;,.' + «3) [X — ,.) 1 0>); 

on développant dans la grande parenthèse, on aura successivement 

(ai' — 3/ + i) (x — i) = zVx — 3;x + X — -il^ + 3/ — i 
Cai^ _ ,.^; 4- S) (x — a) — ai^x— la/x + 8x — ^P + 34/ — 16 



iC^- 



{iV — 3/(1^ -\- w-) (x — «) := ai^x — 3/x«^ -H u^x — 2«i> + ànH — n+. 

Il y aura autant de ces équations que d'unilésdans h; en en faisant la somme 
membre à membre, il en résultera 



M 



•ml^a: - 



3te(i +4.... -4-ii«)4-x(i-|-8,..+H3)— a^(i -h?... +m) 
+ 3iCi+8...+H3)_(i + ,6... +«^); 
en passant aux limites de ces dernières parenthèses 



M^ani'x - 









en réduisant 
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et en substituant dans Texpression dey, il en résultera 

^ — ïm\"' 

telle sera l'équatioii demandée (*) 

748. Pour avoir la flèche de courbure au milieu de la pièce , il suffira de 
faire 



■ 4 ■ 



■C4'5): 



- l dans cette dornière équation , ce qui donnera 



749, Pour avoir l'expression de la tangente trigonométriquc de l'angle 
formé, avec l'horizon, par la tangente à la courbe menée en un point M quel- 
conque de cette courbe , on s'y prendra de la même manière qu'au n" 7^6 el 



Ung. 



St {'"--'-' ■ 



'i)-:»'7)- 



750. Quant à l'expression de la même tangente , lorsque le point de con- 
tact est aux points d'appui, on l'obtiendra en faisant x ^ i dans Téquation 
précédente (4 '7) » f^c qui donnera , toute réduction faite , 



tang. m =rr 



5QP 



■ C4>8) 



751 . Supposons tjuil s'agisse de la courbe que prend un prisme posé horizon- 
talement et librement sur deux appuis , et chargé de poids dont ta somme est 
représentée parles triangles rectangles égauic kX^F ^ DBE f^o. i55j, dont tes 
sommets D sont au milieu de la distance entre tes appuis h. et H. 

Nommons ,Q chaque triangle ADF , DBE , . 

l ia moitié AD ou DB de la distance entre les appuis , 



;*} Si cluDi l'c<]iial 



£-^£(""-^''■+"'1 



i'^'-'-' + i) 



Ax ~ 3Z*E 



3PE \ ;, 



pijiiiitioii pareille à celle du corp« île l'ouvrage. 



3o8 coims. i)B cossTBUCTïoa. 

X el y les coordonnées CP, PM d'un point quelconque de la courbe AGB , 
l'origiqe des coordonnées étant en C , milieu de l'horizontal GH , tangente 
^ la tourbe. 

Cela posé , la charge de la partie AM du prisme sera repre'sentce par la 
somme des triangles ADF , DNO , et celle de la partie MB par le trapèze 
NBEO. 

Observons que ce trapèze NOEB est la différence entre les triangles sem- 
blables DDE , DNO ; la proportion 

( uB y : C DN )^ ; : Q : dno ou ^ : j:'^ : : y : dno , 



donnera 

et on aura par conséquent 

NBEO = Q 



DNO =: ■ 



■(«), 



pour la charge de la partie MB du prisme. 
La charge de la partie AM sera 



ADF 



DNO : 



Q + 2f' 



Q C 4- »•) 



(i). 



La première charge fait baisser le point M autour du point B , et la 
seconde autour du point A. 

Le centre de gravité de la charge NBEO sera à une distance du point B 

"S"» * 3 -^ KO + DE W- 

Or, la superficie du triaugic 

DDE = ?? X BE = i X BE = Q ; d'où BE = î]^ 

et DU : DN : ; be : no , 

i : A :: î2 : No = =-^; 

et NB = i — X. 

En substituant dans l'expression (c) , il viendra 



î9 



X 



4Q.» + ■^Ijl _ (I - ») (fi.r 



_!); 



3 («-H /) 

multiplions cette distance ou bras de levier par la charge (a) de la partie 
il nous viendra pour le moment de cette cliarge, par rapport au point B , 



mQBl. NBEO = 



3(x 



-') 



«• 
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Si l'on appelle U un poids suspendu au poîiiL M ^ son moment par rapport 

au point B sera R ( i — ar); 

et si l'on égale ce moment h cphii (d) de ]a charge NBEO, on aura 



B.(l ~ x) = 



Q ('-.'■)'( »+') 

-^' w 



ce qui donnera 

pour la grandeur d'un poids qui , suspendu au point M, produirait sur ce point 
M le même effet <|ue la charge NBEO. 

Le moment par rapport au point A de la charge représentée par le triangle 

3 



ADF esl 



celui de lu charge représenlco par le triangle DNO par rappoi'l au même 
point A sera 

La somme de ces deux derniers momens sera donc 

mom. ANODF = S + &' ^( + ^»^) == g (^li 4. 3U' + =.r')... (/). 

Si nous appelons R' un poids suspendu au point M, son moment par rap- 
port au point A sera R' [l -{- x) ; et si nous (égalons te moment à celui (/) 
ci-dessus , il nous viendra 



R' (i 



X): 



(l'+3lx'+ ix'\ 



d'oîi 



R' 



3P(( 



S— d' + 



ilx^ + si' 



■ « 



pour le poids R' qui, suspendu au point H, produirait sur le point A le même 
effet que la charge représentée par la somme des triangles ADF, DNO. 

Nous pourrons donc regarder ce ()oint M comme chargé de la somme de* 
poids R + R' , qui sera, d'après les équations (e) et Çg). 



_ ^Q (f + 11, + »') 



.. (A). iinM -uni , Iviip 
Si maintenant au lieu des points d'iippoi nous substituons deux forces 



3)0 couiia D£ cossmucnoH. 

verticales, l'une appliquée au point A. et l'autre au point D, et agissant de bas 

en haut; tlans l'état d'équilibre , la somme de ces deux forces sera égale à la 



charge ■ 



du point M, et les momens de ces mêmes forces 



■M (l + .r) 

verticales seront égaux ; si donc P est la force appliquée au point A , et 
P' celle appliquée au point B , on aura 

P(l + x) = ?' {l-x), 

d'où P : 1" : : (i — x) ; (i + x), 

ce qui donne f + V '. V \\ il : (l + x) , j 



P + P' 



^Q (P + Ix + x^) 

il ij, -\- X) 



d'où 



3/ (( -H X) 

P' : : 2i : (; + x) , 

Q (P + te 4- =!•) 



3P 



«■ 



Le moment de celle force P' par rapport au point M, sera 

l [^l — X)^ ■ p -^ — , 

mais ce moment doit faire équilibre à celui — de l'clasticilc qui se développe 
dans la section droite du solide au point M ; on aura donc 

E - Q (P ~ x^} ... 

T — "ÏP W- 

Quant aux élemens de l'ordonnée / , ils seront toujours de la forme 

d = ^^^' , 

et en tirant la valeur de -, de l'équation, (k) , après y avoir changé x en x' 
pour la substituer dans l'équation cï-dessus , il viendra 

Les (autres élémens dey seront de la même forme , et ne différeront qu'en o 
qu'au lieu de x' il faudra mettre successivement a;", x", etc. Par conseil 
quent , leur somme ou la valeur de y sera de la forme 



THÉOnlE CÉNÈRALB DE LA BÉSISTASCfi DES CORPS SOUDES. 3ll 

cl en faisant sur les x' , x" , x', etc. , les mêmes observations que (riiabituJe , 



y ■ 



En développant les parenthèses comme précétlemmcnt , et en" prenant les 
limites de celles qui résulteront de ces dévelopjïemens, après la substilulion faite 
dans l'eipression de y ci-dessus , il viendra 



. — _2. /'^* _ ^ 



3i*E 



\ H ao/" 



(4.9) 



faisant x^= / , di 



ans celle cqua- 



pour l'équation demandée (*). 

752. On aura la flèche de courbure , 
tion , ce qui donnera 

f -S 

' ~ 20E 

753. Quant à l'expression de la tangente trigonométriquc de l'angle de la 
tangente à la courbe par rapport à l'horizon , pour un point quidconquc Je 
la courbe , elle s'obtiendra de même que précédemment , et sera 



■ (4=0). 



'•"B. =5^ ('''-!') 



.(4.,). 



454. Enfin , la tangente aux extrémités de la pièce, sera 

tang. m = J^ (422). 

755. Supposons qtion demande la courbe que prend un prisme chargé de poids 
dont la somme est représentée par la figure AUDEF ffy. i56j, symétrique par 
rapport h la verticale El élevée stir le milieu I de la dislance AD enfre les 
appuis- 



(*) L'équalion (k) deviendra 



1? 


= êt^^- 


-'') 


J>} 














= ^(- 


-t) 


y = 


Q /Px< 


-f.) 



3li COUBS DE COIÎSTBTICTIOW. 

Dans ce cas, on peut supposer la charge composée 'ie deiu autres, dont 
une uniforme reprcscnle'e par le rectangle ABDF , et l'autre par le triangle 
FDE. Par conséquent , le moment par rapport au point M , de la force ver- 
ticale appliquée au point D qui agit de bas en haut ', et qui doit faii*e cqui- 

E 
libre au moment — de 1 élasticité de la section droite du solide au point M , 

sera évidemment égal à la somme des momens analogues pour le cas où le 
prisme est cliargc unifoimémcnl, et pour celui oîi le solide ne serait charge que 
de la somme des poids représentés par le triangle FDE ; mais nous avons trouvé 

Q /'p _^s \ 

au 11" 73 1 que le premier de ces momens était — ^ — -. ■ , et le second a été 

trouvé au "''747 (cfl- («)) égal b. 
nous aillons donc 



aii" + y-) , 



E 



C (f— j'1 



Q 



+ §(»(•'- 3ir'+a:î)... (a). 



Quant à l'expression îles élémens de l'ordonnée y , elle sera encore 
et pur conséquent 



C (f - 



, (»- 



sIE 



«5 



3?E 



t i^l' - 3lx' + .r<) (,x-.v')...(b). 



Or, cette valeur de d est la somme des expressions trouvées aux n"' 731 et 
747 ; donc, les ordonnées de la courbe dans le cas actuel est la somme de 
celles des courbes des mêmes numéros. Ainsi l'équation demandée sera 



=(E V 3 ,J ^^ 3PE \ ' 1^ + uo/- 



(4=3). 



755. La flèche de courbe s'obtiendra en faisant j: = / dans celte dernière 
équation, ou sera la somme de celles des n" 728 et 748, c'est-à-dire que 

' ~ 24E "*" i5F.- 



, (4.4). 



756. L'expression de la tangente trigonométriquc de l'angle formé, avec 
l'horizon , par la tangente à la courbe, jwur un point de contact quelconque, 
s'obtiendra comme à l'ordinaire d'après l'équalion (423) , et sera 



tan g. m = 



l'x ■ 



O" 



■ (4^5). 
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757. Pour la même tangente lorsque le point de contact ot aux points 
(l'appui , on aura 



DE 



laE' 



758. Demandons-nous la courbe <jue prend un prisme chargé, dans toute la 
dislance entre les appuis , de poids dont la somme est représentée par la 
figure ABDEF ffig^ i S^J , symétritjue par rapport à la verticale lE menée par 
le milieu I de la distance entre les appuis. 

Dans ce cas, la cliarge de la pièce |ieul cire décomposée en deux parties ; l'une 
uniforme , reprcsenlce par le rectangle ABHG , et l'autre par les Jeux trian- 
gles GE F , EHD, D'après celle observation, et ce qui a été dit au n" 754, 
l'expression de y sera la somme de celles des ordonna pour les cas des 
n° 719 et 75 1 ; ainsi nous aurons 






v-rJ + 3^ (t-J ^^=^7)- 



pour l'cqualion demandée, dans laquelle C sera la demi-somme des poids uni- 
formes représentée par le rectangle AHHG , et Q l'une des charges reprc- 
senlécs par les triangles égaux GEF , EHD. 

759. I.a flèche de courbure s'obtiendra en faisant x =1 dans l'équation 
(4'-*7)» cl on aura 



760. L'expression de la tangente irigonométrique de l'angle formé par la 
tangente à la courbe avec l'horizon, le point de conlact étant quelconque , 
s'obtiendra comme i l'ordinaire, d'après l'c<(uation (427), et on aura 

Ung. » = ^Ê (i JT - + Â (''■'-?) ("i"»'- 

7G1. Et lorsque le point de contact est aux points d'appui, 




5CP 
a4E " 



3QP 
aoE* 



S^ c.=^ 



ce 

1»"S- »' = 3Ë ■ 



s. «3»)- 



3,4 



COURS DE CONSTllUCTlOîf, 



LEÇON X. 

Milite Je h rccbcrclic Je la cuurbc qiic preod x\d prisme posé LorizoDUtcmcDl et librcmcnl sur Jeux 
appuis , el chargé de diverses manières dans nnlcrvaUe des appuis. 



7(>2. Cherchons la courbe que prend un prisme chargé par des poids dont 
la somme est rcpréseiUée par le triangle ABC Cfig. iSSJ, dont la base AB 
est V intenvdle des appuis. 

Prenons pour l'aie des aliscisses une horizontale DE qui coupe la couibc en 
un point F, milieu de U distance DE des appuis ; prenons ce point F pour 
l'origine des cooidonnces , et nommons m l'angle EFG que fuit nvec l'Iiori- 
zonlale DE la titngente HG menée par le point F de la courltc. EnBn , 
nommons (J la charge totale du prisme, ou ce qui est la même chose , Taire 
du triangle ARC. 

Cela posé , cherchons la charge de la partie AN du prisme , et celle de la 
partie NB. La première sera représentée par le triangle ANO , el la seconde 
par le trapèze NBCO. 

Pour avoir le triangle ANO , on observera qu'il est semblable au triangle 
totale ABC, ce qui donnera 

(AB)^ : (AN)» ;: Q ; ANO, 

.QJH-fT 



w : (' + ^)^ : : Q : ano = ' 



AP 



IjC moment de cette charge par rapport au point A sera 



4? ~ i — 6C 



W- 



Soit R un poids suspendu au point M ; son moment par rapport au point A 
sera R (/ + x) ; égalons ce moment à celui (a) ci-dessus , il nous viendra 



et par conséquent 



R (;+») = . 

, Q (' + :»)' 



6? 



R : 



(4). 



C'est le poids <jui , suspendu au point M produirait le même cllet autour t 
point A que la charge représentée par le triangle ANO ; ce poids produira dol 
sur le point M le même abaissement que cette charge ANO. 
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Pour avoir le trapèze NBCO, on observera que ce trapèze est ta diËFérencc 
entre les triangles ABC et ANO ; mais le premier est rcpré'«nlé par Q, le 



second a été trouvé éj^al à 



,QSL 



«)' 



NBCO : 



4f 



Q(' + »^l' 



donc 



Q(M + x) (1-x) 



4P 



(c). 



La distance du centre de gravité de ce trapèze par rapport au point B , est 



Mais le triangle AIIC = '^ XBC = ( XBC = Q; donc BC= 2.. 
Les triangles semblables ABC , ANO donnent 

AB : AN : ; Bc : NO , 

■ •^ :No = Qii+i'.. 



■ w- 



si : i + i 



(fj- 



Si donc nous substituons dans l'expression (d) les expressions (e) et (/) , 
et pour NB sa valeur / — x , nous aurons 



aQ (' + ») 
i -^ (J ( I + ») 

2/" ^ 






Multiplions celte dernière expression par la charge (c) ci-dessus , et nous 
aurons 



Q(3f- 



4'" '^ iiM-\-x-) ~~ HP 



pour le moment de la charge de la partie MB, par rapport au point B. 

Supposons le poids R' suspendu au point II; le moment de ce poids par 
rapport au point B sera R' {l — x) ; égalons-le à celui (</) ci-dessus, il nous 



viendrs 



R'(i-;r) 



_ Q(a/ + ») (l-i)' 



VP, 



j,, _ Q (.1 + !)(!- x\ 



■ «■ 



Ce poids R' suspendu au point M, produirait sur le point B le même 
effet que la charge représentée par le trapèze NBCO, ce poids R' produira 
donc sur le point M le même abaissement que la charge NBCO. 



3lff COURS DE COSSTBDCTION. 

Ajoutons les expressions {b) et (A) , et nous aurons' 



R + ir = ^^ 

d'où en dcveloppanl et réduisant 
li + R' 



Q (al +■ itt' - - 

■ ' S? 



Q (31* + M _Q_Pl + x} 
(iP — 6/ ■• 



«, 



pour le poids total qui produit l'abaissement du point M. 

Si aclucllemenl à la place des points d'appui nous substituons deux forces 
verticales, agissant de bas eu haut, l'une 1* appliquée au point A, et l'autre 
P' appliquée au point B , dans l'état d'équilibre , la somme de ces deux forces 
doit égaler la charge (i) do point M, et leurs momens doivent être égaux. 



Ainsi 


nous aurons 


p (! + x) = P' (( _ X), 


d'où 




V : P' :; i — x : i + x. 


ce qu 


i donne 


p + f : f :: ^i : i + X. 


Mais 




P + r R + R' '5P^+'' 


donc 




QC3- + «).p, ..,,., + ,, 


d'où 




QC3/ + x)tl+») 



Le moment de cette force qui est 

P' ri — xi = Q(3f+=^)(' + »^)('-^) _ Q(3i + .r)a'-x') 

F, 

doit faire équilibre au moment — de rélasticité de la section droite du prisme 

au point M^ il résultera donc que 



La somme des élémens de la forme — 



■ w- 



:ale 



, non â j = PM ou I 
= P'M', mais à QM ou Q'M', ainsi pour avoir PM, de la somme de t 
ëlémenSj il faudra retrancher QP , et pour avoir P'M', il faudra ajouter Q'P'iJ 
Mais le triangle rectangle FPQ donne 

: tang. EFG :; FP ; PQ, 



THÉORIE CÉNÉIUtE DK I.A RésiSTlSCC DES CO il PS SOLIDES. 3l7 

OU 1 ' lang. m ' ^ ■'^ • ^^ ^^ -"^ ^"n* "* C"*)* 

ainsi , pour ta parlic FD de In courbe, de la summc des ëléincns de la forme 
, it faudra rctrancLer x tang. m. 

De rétjuation (/) lirons la valeur de -, après y avoir mis ^'au lieu de x, 

et suhsti[uons-lu diins l'expression d = • '- , ce qui donnera 

_ Q (31 + »■);!'-»•') (»-x') , 
~ iaJ"E 

et par conséquent 

^ = — xtang.».+ ^ ^(it + T') (l'—x'') {x — x') + (31 + X-) 
{1-~X--){X-X-).... \ 

pour la branche FB de la courbe. 

En faisant sur les abscisses x' , a:", etc. , les mêmes observations cjuc d'ha- 
bitude ^ nous aurons 

y = -xuni.m+ -^ J (31 + (''- (^- + (3' + =){('- 4) 
(r-î).... (3i+i0 ((« — ,.■) {x-n) \ 

En développant dans la j5randc parenthèse et prenant les limites , comme 
à Tordinaire , il viendra 



Q /, ,, , fxn' 
: — X tang.ni H —^ lini'x H ■ 



3 



f + Î). 



et en faisant » ^ x, 
y '^= — X tang. m -f- ■ 



■ Ix* — -,- — - 



enfin en réduisant, on aura 
r = - ^ taug. «,. -h-^^(^— +--J- -j.. 



, 00 



3l8 COURS DB CONSTRUCTION. 

pour l'équation de la branche FB (*)• Cette équation servira aussi pour Taulre 
branche FA , en y mettant — a: au lieu de + x. 

Dans celte équation (n), faisons alternativement a? = Z , et JC = — /; 
y deviendra rabaissement IF du milieu F de la courbe AFB ; appelons cr^ 
abaissement /', et nous aurons ^ toutes réductions faites^ 

/ _— Zlang. + gg^, 

iti f . 34/3 

et ./ = / tang. m + ^^. 

Si Ton retranche la première , de ces deux dernières équations , de la 
seconde il viendra 

= 1/ tang. V» - 1^ , 

d'où tang. m = ^ (43 1). 

Substituons celte valeur dans réquation (n) , et nous aurons finalement 



y "^ 7aoE "•" i2/*E V. a 6 4 "" ao/» 

763. Pour avoir Texpression de la tangente trigonométrique de Tangle formé, 
avec Taxe des abscisses , par la tangente menée par un point quelconque de la 
courbe , on s^ prendra comme à l'ordinaire , en opérant sur Féquation (43 li), 

" = Jë (- ^ + 3"- + ^' - «^ - f )•■••• M33). 



et on aura 



(*} si dans Téquation (Z) nous mêlions pour - sa valeur -^ nous aurons 

» 

fiy _ Q(3/ + t) (P-o:») Q /-„.«• „ „ A 



12M \ a 



laflE Va .6 4 ao/ ^ ' 



équation égale à Ttéquation (n). 
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7G4. La tangcnlc menée au point le plus abaissé serait Lorizontale , et dans 
ce cas « =0 , et par conséquent lang. « ^^ o ; d'où il suit que 



Ix^ —' 



cqnation qui se réduit k 



fiiisoiis dans celle équation .r =: i — l, en suhsnluant j développant et ré- 
duisant , il viendra z* — 8^^^ 
doîi ou liicra 



i5 






et en séparant les racines 



d= li/4 



+ 2,93 



^ =b l 1/0,93, 



et 



2' = zb / 1/4 — 3.9a = ± ; v/i,37, ' '^ 

on t = ± 2,63 X '> ' 

et i' = dt 1,17 X '• 

Mais nous avons fait ,r = ^ — /, nous aurons donc 

X = ± 3,63 X ^ — ' . 
et a: = ±1 1,17 X '— ^ 

ou a: = 1,63 X ^ et .r = — 3,63 X ' i 

et j: =: 0,17 X ^ *ït .r r= — 2,17 X '■ 

De CCS quatre valeurs de j:, la troisième seule convient ici : les trois autres 
dépassant les points d'appui. Ces quatre valeurs de :ir annoncent que si l'on 
considérait la courlie indéfiniment prolongée , elle aurait en tout quatre 
points pour lesquels la tangente serait horizontale, mais pour l'objet que 
nous nous proposons ici , il nous suffit de considérer le jwinl dont l'abscisse 
j: ^0,17 X ' ) c'est- à-dire, le point, entre les appuis, qui a subi le plus grand 
abaissement. Comme la flexion est supposée Irès-faible, pourrcndreles calculs plus 
simples, nous pourrons supposer r= 0,2 l, sans erreur sensible. 



J 



3îjo couns DB èon&nvcnoK. 

165. Subalituons rctle valeur de x dans 1 "équation (433) , il nous viendra 



9^ * 



+ 



o,ooi6js 



o,ooo3a'* ) 



' fait les mluctions , 

- — rtif (o,0l60lS) : 



. "S („,oo,334).. 



,.:(434). 



cl après a' 

y 

Coiiunc cette valeur de^- est négative, il s'ensuit que le point le plus abaissé 
est au-dessous de ]'a!te horizontal DE des abscisses. 

76(î. Pour avoir l'abaissement IF ou EB du milieu F , nous ferons X = / 
dans IVqnation (433), ce qui donnera 



i 4 »..; " 



"viofr 



'f (o,,o4t6).=IF. 



767 Quant à la plus grande flctlie, clic sera égale à la valeur de If j 
plus celle (434) lie J' prise d'une manière absolue : on aura donc 

f = ^ (o,io4iG 4- o,ooi334) = ^^ (o,io54s4) C'^35) 

768. Demandons-lions la courbe que prend un prisme chargé de poids dont i 
la somme est représentée par le trapèze ABCD Cfig. iSgiJ. 

Ici la charge peut cire décomposée en deux parties ; l'une uniforme , reprér 
sentée par le rectangle ABMD , et Taiitre représentée par le triangle DEC. En 
nommant ces charges respectivement G et Q, et d'après Us considéra- 
tions dont nous avons accompagné les cas analogues à celui-ci , nous aurons: 

1' L'équation de la courbe actuelle, en ajoutant les seconds membres de 
relies des n" 7'J9 et 76^1 ce qui nous donnera 

2" L'cxprcFsion de la flèche de courbure en ajoutant celles des a° 728 
et 767 , ce nous cenduîra .'i 

f = % + % (<>-"'5494)- (43-); 

Et 3" L'expression de la tangente pour un point quelconque de nonlact , en 
opérant comme à l'ordinaire sur l'équation (436)» et on aura 
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LEÇON Xï. 



Suite de b recherche de la courbe que prend ii 
cl iharec d'une rrriainc mai 



prisme pose' librement sur deux a 
ÎTe dans l'intervalle des ajipuîs. 



769. Pfoposons-nous de déterminer la courbe que prend un prisme chargé 
uniformément dans unepartie quelcompie de la longueur entre les appuis. 

Soit ablid (Kg. 160), Je rectangle dont Ifi superficie représente la charge 
du prisme ; nomQions 

l la demi-dislance KB des nppuis , 

c lit distance lie, du milieu K de l'intervalle des appuis , au milieu e, de 
la charge abhd du prisme, 

d la demi-lungucur ae ou eb de la même charge, et 

C cette charge totale. 

Supposons que la lame neutre du prisme ait pris la courbe Alll; par le poin 
H où la verticale GH , abaissée du centre de gravité G du rectangle abhd, ren- 
contre cette courbe AIB , menons l'horizonlate DE et la tan^-entc LF ; pre- 
nons celte horizontale DE pour l'ase des abscisses , et le point H pour l'ori- 
gine des coordonnées. 

Cela posé, il est évident 1" que la tangente LF menée au point H n'est pas 
horizontale ; 2" que la courbe AIR se divisera en quatre branches diflerentes , 
savoir : II/h, Un, niB et «A; de sorte que cette courbe exigera quatre équa- 
tions qu'il faut déterminer. 

Cherchons d'abord celle de la branche H»t. 

Pour cela, déterminons les pressions des points d'appui A et B. Ces pres- 
sions seront en raison inverse des distances Ae, eB du centre de gravité de la 
charge C j or, on a 

Ae = AK -f- Ke = i -I- c, et eB = KB — Ke = i — c. 

Si donc P cl P' sont tes pressions respectives des points A et B , nous aurons 

p : p' :; i — c : i -f- c, 
d'où p -I- p' : P : ; 3/ ; i — c et P + P' \\p' : ai\ i + c, 

ce qui donnera 



f = ■ 



et P' = 



(«). 



4' 



399 COTmS DB OOMSTRDCTIOIf. 

Si au lieu de la charge uniforme C on avait seulement un poids suspendu 
au point H , en encastrant le solide depuis le point A jusqu'au point H , la 
partie HB de la courbe aurait l'équation (3) du n"733; de sorte que, en observant 

que le poids P de celte équation (g) est ici l- , nous aurions pour l'ëqua- 

tion de la courbe Ilfi, 

y = œ tang. m. + \^ | (i + c) - - g j 



.(&). 



La charge répartie de H en m , qui égale - vient nécessairement modi- 
fier cette courbe, et comme cette charge agit en sens contraire de la réaction 
du point d'appui B, et que l'équation (33 ^t *^elle d'un prisme encastré 
par un bout et chargé uniformément dans toute sa longueur, de l'équation (è) 
il faudra retrancher 



c / f'x» 


/V 


3 


C fifx'' 

45E l— - 


<(.t» 


,1 




C 



c'est-à-dire , 

attendu que dans le cas actuel C 
branche Hm sera donc 

C('+c) 



tang. m 



^^y 




+ -^). 


■i 


n V = d ; 


l'équation de U 


*?-^l 


C 1 d»!" 
4dE j » 



— — -1- 



.. fc). 



De cette équation on passera à celle de la branche H» , en y changeant les 
signes de c et de tang. m ; de sorte qu'on aura pour celte branche Hn , 



- — X tang. wi -)- 



C('-') 



-0)7-- 
... (fi. 



Si dans l'équalion (c) nous faisons x = d,y deviendra Qm^ et on aura 



Qm = d tang. m + 



' d tang. 



C((- 









-, + -. 



-'V^=ê^ -%.[-% w- 



Nommons n l'angle formé avec Thorizonlalc DE , par une tangente quel- 
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conque à la branche de courbe Hm ; on trouvera , en opérant , sur l'équation 
(c) , comme à l'orclinaire , que 



tang. « = lang. m + -^^^ 



('-')^-i\-m\''''- 



■ (/)• 



Pour savoir ce que devient cette tangente lorsque le pointde contact est i 
» , il suffit de faire :r ^ d dans Téquation (/) ce qui donne 



. n =z tang. m -^ 



ce/ H 



'2lE 



}i„^c)d-^l-^.. 



(l-c) 



• (?)■ 



Occupons-nous, maintenant, de la courbe mB. 

Observons d'abord que si la charge uniforme se réduisait en un poids égal 
suspendu au point H , la branche mH passerait par le point H , el son équa- 
tion serait celle (</) du n" 733, c'est -à dire 



y — X tang. 



0(^ + ( 



j ('-')?-?! 



• w- 



Mais la charge uniforme repartie sur la longueur H/n , modifie nécessaire- 
ment la courlie , et son équation (/i). 

Le moment de la réaction de l'appui B sur une section droite quelconque , 
comprise entre le point m et l'appui B, sçra celle réaction qui est — - "V -j 
multipliée par le bras du levier p'E=: l — c — ;r; c'est-à-ilire que ce mo- 
ment sera 

cçH-c) 



■il 



(l-c 



^).. 



(0- 



Que! que soit l'effort qui modifie le momt-nt (ï) , il est clair que cet effort 
inconnu doit renfermer le facteur rf, puisqu'il doit disparaître dans le cas où 
d,= Of c'est-à-dire , dans le cas où la charge uniforme se réduit en un poids 
^al suspendu au point H; d'où l'on voit que l'action de cet effort sur le point 
ni', peut être représenté par Mrf , M étant une quantité inconnue. Si^main- 
lenant nous observons que ce moment M(/ agit en sens contraire du moment 
(t), nous aurons 

5. =£(!+£) (;-c-x)-M<i. 

Meltou!^ x' au lieu de x dans cette équation , et tirons-cn la valeur 



32^ ' COURS D£ COHSTMronCHf* 

de - pour la metlre dms l'expression d = d'un élément quel* 

conque den'j»', et nous aurons 

. C(i-(-0 ., ,. . ,. Md . ,. 

d = ~^^i~ (l — c~x') (.r-x') — -^(x — a:'). 

Les autres élémens de n' m' seront de la même forme , el leur sorame sera 
"''"■ =^7r^ j(i_c-:»')(»^-^')+C'-c-.0(^-i-).-j 

-f ((:.-»■)+{.-.-)+...) 

La première partie de celle somme, jointe à s: lanji. wi (n" 733) , donnera 
l'équation (h), et la seconde partie sera ce qu'il faudra retraucher de celte 
équation (/t) pour avoir celle de la courbe imD. Cette seconde partie de ni'jî', 
s'obtiendra en faisant sur x' , x" , «", etc. , lobservaiion ordinaire, ce qui 
donnera 

y- {X— \ +a;— i.+x — i...-\-x— n)^= ~ ( nx — ~\ = -^^ , 

en faisant n:=x. Introduisons donc celle expression avec le signe — dans 
l'équation (A), et nous aurons 

y = x tang. m + -^ j (^ _ c) - - -^ j - -^ (k). 

pour l'équation de la courbe hiB. 

Mais comme la brandie i?iB, prolongée , ne peut passer par l'origine II 
quand :r ^ o , l'équation (k) ne peut donner ^ = o; il faut donc que cette 
équation {k) renferme une constante N indépendante de x ; cette équation 
sera donc de la forme 

r = ^ tang. m + -Lj^ .J(/_c) - - ^[ - ^ (-^ + Is) Çl), 

dans laquelle il faut déiermiuer M et N. 

Pour cela , clicrchons par le procédé ordinaire , l'expression de la tan- 
gente de l'angte u formé par une tangente à ta courbe mB et l'horizontale 
DE ; nous aurons 

lang. n — x tang. m -\ rjT^ (' ~ *^) -^^ ~ "ï W ^'"^' 

Mais cette tangente ne pouvant être nulle quand x = o , il faut que ta 
fi'action — =- ne renferme pas -t,- par conséquent M doit renfermer le dî- 
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M' 



SaS 



viseui" X , lie sorte que nous (lourrons remplacer M par — , dans les équa- 
tion (/) et (m), ce qui nous donuera 

.C_(/+_0 Sri ^^*_■^^ 



y == x lang. »e + - 



et lang. n ^= tang. m •+- 






M. 



,, , l'i M'<l 



Faisons x ^z d dans ces deux é<]uations (h), (o) , elles donneront 

tPÏ d (M'd 



r=Qm=d tang. m + ^^ \ (t 






N' 



• w. 



et lang. n = lang. m + ^ ^'^ j (( - 



c) t 



M'd , , 



Mais ces deux résuhats doivent ëvidemment égaler respectivement ceux mar- 
qués (e) et (^) ; d'où l'on voit que 



.«. 



En substituant ces valeurs de M' et de N dans l'equalion (»), il viendra enfin 



Y =1 X tang. m + 



C(H 



-(c^-^)"?~ïl-âW''-— «^^i 



= or tang. m • 



4SIE 



48E " 

i:i{l'—c).x'-i{l+c).x'—Uld'i: + ld'\.... (s) 

pour l'équation demandée. 

On aut^ celle de la branche «A , en changeant les signes de lang. m et 
de c , ce qui doitnera 



y = — X tang. M -f- 



48(F. 



i3(;'— c=)a:— 4 (l—c)s^—4td'x+td'\.... (t). 



('- 



■M- 



^^ Faisons x-=:l — c dans l'cquatiMi («) et x ^ l + c dans la dernière 

^H (t) j et il nous ^'icndra 

H / = EB = (l-c) lang. „, + ^ I 8 il' - C) Ci - c/ - 4d'l 



e) + !d' } 
et / = DA = EO = — (; + c) lang. »' + J^ | 8 ( (■ — c)^ 
(i + c)" - 4'* (' + »)+ «= } 



3a6 


COURS DE 


CONSTRDCTION. 


^H 


Enëliminanl EB entre ces deux 


équations j il nous viendra 


^^H 




.a„6. » = ^j, (4(. 


- 4=" - *) C439), 


^H 


et en 


éliminant tang. m entre les mêmes équations (u), nous aurons ^P^H 




E'' = 44e 1 *(''-'■)('•'' 


■— 2C= — * )+Mî}.... 


(44o). 1 


Si 
lions 


maintenant nous substituons la valeur (_4^q) '^^ ^^"g- "* i 
(c) , (d), (s) et ((), il nous viendra, enfin , 


dans les équa- fl 


1» j 




- <(•) ic + 6d ( 3(' — 2f — W ) «■ 1 


'^ -^ 4bWE î ^'^'^ '•'*' ^'^ 




— 4rfc:c3 - 


- tx> J..(44.) 


•J 


pour 


l'équation de la brandie Hiii ; 




4 


2»^ 


-iL\ '!'»'( ^P 4» 


— <*■)« +6rf {fil' — 


3C" — rfO*' ■ 


pour 


celle de la branche Hn ; 


— ïa:l L.(A4a) 




y y 


= 4^^'! (4('«-4c'- 


- rf'c — W') -t + '» ('- - C ) X' 1 




- 4(' + «)^ 


'■+ MJ} (443), 


1 


pour 


celle de la branche »(D , et 




1 


4" y 


= PËi-4(4^c-4c3 


-rfc +W) a: + n ( 


l'-o) X' I 




-4(^-c):r3 


+ Id' i («4) , 


1 


pour 
Si 


celle de la branche nk. 

nous substituons celte même va 


eur (43y) de tang. m dans l'équation (^), 1 


nous 


aurons 






tang 


" = 7^!«'C'î^-4c 


- d') + 3d (,l'- 


aC — <ii ) X 




- 3rfcx^ - 


te'l M45), 




pour 

une 
Or 

dans 


l'expression de la lani;. n de l'angle formé par l'hori 
tangente à la branche Hm. 

aurait l'espression de tang. m relative à la branche Un 
celle-ci ic signe de c, ce qui donnerait 


«untale DE et 
en changeant 


tang 


«-T^i-^'^f^^- 


4c= — d'-) + 3d( ni- - 


ic- — df) X 


E 


+ idcx^ - 


te=} (446). 


m 
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On trouvera l'expression de la tang. n pour un point de la branche mB, en 
opérant comme à Tordinairc sur Téquation (44^) > ^^ (^" ^i^''^ 

tang. « =^ 7^ I (.41'c — 4c3 — d^c — Id-) + 6 (l^ — cO x 

-^il + c)x^\ (447). 

Et pour l'expression analogue relative à la brandie nA , il suffira de changer 
dans cfllle-ci le signe de c , ce qui donnera 

tang. n := j^ \ — (4''c — 4c' — d*c — dH) -\- 6(1' ~ c' ) x 

— 3 (/ — c) X» I (448). -«"I «''wq ««""« 

770. Si l'on voulait le point le plus bas de la courbe AHB , on^galerait à 
Eero le second membre de l'ëquation (441^) j àansi le cas où la charge uni- 
forme se prolonge vers A au-delà du milieu K de l'intervalle des appuis, ou 
le second membre de l'cquation (44^) dans le cas où cette charge sera com- 
prise entre les points K et B , et on aura , dans chacun de ces deux cas , la 
valeur de :c à laquelle répond rortionne'e du point de contact de la tangcnle 
horizontale i» la branche H»j ou à la branche «A. Mais comme la courbure 
de la pièce est toujours supposée très-petite, on aura sensiblement le même 
résultat , en supposant a; := c , soit dans l'équation (44^) j si la charge uni- 
forme dépasse le point K , soit dans l'équation (444) tl»"s '^ cas contraire. 

Dans le premier cas on aura 

y = ~lC = - ^ { 4dc-'{t^-c^)-c^ (Ad^-6dH + 4dc^-lc-l (a), 

et dans le second 

/ = -IC=- pg { + 4c- ('■ - »■) + 4= (d'c ~ M' + <:'-«< ) 



— wj 



(«)• 



Si maintenant nous ajoutons !C à CK =: EB , c'est-à-dire les équations 
(44°) fit (") î '^'^'■'® dernière étant prise en signe contraire , nous aurons 

KI= / = ^-^ i SdL^— i'idl^c^ - ^l'd^ — 4c^d-^ le* + Id* 5...(M8), 

dans le cas où la cliarge uniforme dépasse le point K. 




3ati CUOns DE CONSTBDCTION, 

Et si nous ajoutons les équations (4io) et (6), celle dernière étant prise 
en signe contriiire , il nous viendra 

C 



4s'E t 



+ Sc'd^] (449), 



pour celui oii la charge uniforme esl comprise entre le point K et le point B. 

771. Les équations précédentes supposeront le solide sans pesanteur; si To» 
veut icnir compte de son poids, aux flèches de courbure (448) , (449)» ^^ 

5C'P 
ajoutera celle du n" 7»8 , qui est /^ -jb > C' étant le poids , ou ce 

même poids plus une surcharge uniforme, ce qui donnera 



/=K1: 



5CT 
24E 



5C'P 
■ 4E ' 



+ Id* ] (45o) 



C 

48IE 



i m - 
+ icd'y. 



,Wc' — 4d'lc + lik'—4fd' 

■ (450- 



La premiÎTG de ces deux flèches de courbure appartiendra au cas où la 
charge uniforme C dépassera le milieu K de l'intervalle des appuis et la se- 
conde au cas oii cette charge C sera comprise entre les points K et D. 

7î2. Si le solide était chargé en deux endroits différons de l'inlervalle 
des appuis, on calculerait la flèche de courbure que donnerait chacune des 
deux charges au milieu de la distance des appuis , et on ajouterait ensuite 
ces deux flèches : leur somme serait la flèche totale du solide. Cela est 
général , de sorte que, quel que soit le nombre des charges, la flèciie totale 
sera la somme des flèches particulières à chacune d'elles. 

773. En continuant la marche que nous venons de suivre dans la question 
qui fait l'objet de cette leçon , et en allant chercher les équations convenables 
dans les leçons précédentes , on parviendra aui équations et aux flèches de 
courbure pour des charges qui seraient reprcscnlécs par des lra[>èzes teU 
que abcd (fig. lOo), tant pour le cas où la base bc serait plus ^'.rande , 
que pour celui oii elle serait plus petite que la seconde base ad. Mais comme 
les calculs se compliquent j et qu'on peut, dans la pratique , se dispenser <le8 



à 
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èqualions qui en résullcraïcnt , nous nous contenterons de ce qui précède sut' 
les prismes posés librement sur deux appuis de niveau , et chargés de diffé- 
rentes manières dans l'intervalle des appuis. 



De U courbe que prend un prisme de niveau , encastre par iinc extremilé et soutenu à faulre par uu 
appui , et soiiDiiii à l'action d'une charge uniforme et d'uo poids suspendu en un point quel- 
conque de riniervallc des appuis. 



774. Soit AFB (fig. i6i) la courbe de la lame neutre du prisme, A le 
point d'encastrement et B le point d'appui ; nommons 

l la longueur AB du solide ; 

c la distance AC du point d'application C du poids P, et 

G la charge uniforme. 

Prenons la droite AB pour l'axe des abscisses , et le point A pour l'origine 
des coordonnées ; pour un point M de la branche AP, comprise entre le point 
d'encastrement A et le point d'application f du poids P, nous aurons 

AP = .r et PU=y. 

Gela posé, yi nous Élisons abstraction du piint d'appui B, le moment 
du poids P, par rapport au point M , sera P (c — a:) ; et celui de la charge 



uniforme (n" (15j) sera 



C ((- 



P (c 



ni 



. Le moment résultant de ces deux-là sera 

ce-»)' 



a/ 



(-), 



Mais ce dernier moment sera diminué de celui de la réaction de la pression qui 
a lieu sur le point d'appui li ; nommons P' celte pression; son bras de levier 
étant BP ^ l — a:, son moment sera P' (l — x) ;, en retranchant ce der- 
nier moment de celui (a), le reste devra faire équilibre au moment - de 
l'cbsticilé qui se développe dans la section droite au point M : notis aurons 



donc 



P (c — .x) + 



C(i~ 



-P' {l-^x) = - 



4. 



33o oonns. ds ccniSTROcnoM. 

Les étc'mens de l'ordonnée PM = y seront encore ici de la forme 

d = —^ — (c) ; en mettant x' au lieu de x dans l'équation (i) , et 

en éliminant ensuite r entre celte équation (b) et rét|ualion (c) , nous aurons 

. = I (o - X) (. - .■) + ""-'U-" - ïtiz^âr^ w. 

En opérant et raisonnant comme dans les questions précédentes , nous 
tirerons (*) 

>■ = Ë (t - «; + .TE (t - T + 1^) - Ê u -■ ^j f^>' 

pour l'e'quation de la courbe AF comprise entre le point d'encastrement A 
et le point d'application F du poids P , la pression de l'appui B étant encore 
indéterminée. 

Occupons-nous, maintenant, de la branche FB, et pour cela, considé- 
rons le point M'. Observons ensuite que, si P = o , la courbe AFB ne se 
composerait que d'une seule branche AFB , et que , par conséquent , 1 equallon 
de celte courbe , pour tous les points de la longueur AB, serait ce que devient 
celle (e) en y faisant P :^ o. Mais l'existence de ce poids P modifie la courbe 
de manière que pour la branche FB ce poids P a un certain eâfet , sur la sec- 
tion droite qui répond au point M', qui est une certaine fonction de P, de 
la distance AC ^^ c et do Tabscisse AP' =1 a:. Cette fonction doit être nulle 
quand P ou c est nul; par conséquent ces deux quantités doivent être fac- 
teurs dans la fonction cherchée. 

Il faut remarquer , ensuile, que la branche BF prolongée vers le plan d'en- 
castrement DE, ne saurait passer par le point A, à moins que c ne fût nul; 
par conséquent , il faut que la fonction cherchée ait un terme indépendant 
de X ; cette fonction sera donc de la forme Pc (Mx" + N) , M , N et n étant 



C) Ed 






ti'friint Aeti\ fois de suite ( on aura 
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de^ quantités inconnues. Pour avoir l'équation .de la Lrancbe FB , il. faudra 

-^ — ^ ) dans réqualion 
(e) , ce qui donnera 



^ ^ _ (M.r^ + N) -h ;^^ (-— ^ + -)--- (---j (/). 

'après le pi 
AB , par 



Si nous opérons sur cette dernière équation d'après le procédé ordinaire , 
en nommant m l'angle formé, avec l'iiorizonlale AB , par une tangente au 
point M' de la brandie FB , nous aurons ; 



lang. m ~ -^ Mv -' + ^ ( '^^ 



Ux-- 



(?)- 



De même que lu bruncLte DF prolongée ne, peuL passer par.ilepoîht A.^ 
de même aussi !;i tangente dont le point de contact a pour abscisse X = o: ne 
peut être borizonlali; ; IVqualion (jr) ne peut donc |>as donner lan^. m x:^ o; car 
si la brancbc BF prolongée passait par le point A , et qu'en même temps la 
tangente en ce point A fût horizontale , comme cela a lieu pour la branche AF, 
il s'ensuivrait que ces deux branches scrnîent le prolorrgvmtnt l'une de l'autre, 
et la courbe AFB n'aurait qu'une seule équation qui serait celle marquée (e). 
Or il est évident que l'encastrement d'une part , et le simple ;ippui de l'autre, 
agissent dirtëremment de chaque coté du point d'application F du poids P ; 
par conséquent l'exposant de-^r du premier terme du second membre de l'é- 
quation (j) doit être zéro, pour que dans l'iiypothèse de x ^ o, le second 
membre de cette équation se réduise à une constante.' Ainsi n -^— t' ^ o , d'où 
(i ^ I. En substituant donc cette valeur de n dans les équations (f) et (o), 
nous aurons 



et lani:. "* - 



l'cM 



+ Si. d-^ -'"'+!) -Ci'" -7) (b. 



"B^rès i'iiquation (e) , si m représente l'angle formé par une tangente à la 
branche AF , et l'horizontale AB , on trouvera , par la méthode ordinaire , que 



(p^ _ /^.. + ^ - ^' (/.v- J^...;(A> 



anj. rti ^ p l C.i 

Observons , 

ommun , et q 
la même valeur pour ;• , en y faisitBt 9; ^^ c , «t les deux équations (i) et (/:) 



maintenant , quç les deux branchesiAF^ Fit ont le polht F 
commun , et que, par conséquent, les deux équations (e) et (A) doivent donner 
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la même valeur pour tang. m , dans ta même hypothèse. Ces deux condïlions 
nous donneront 

Ma + N = j , et M = ^ , _j| 

d'où M = j, et N = — î^ ((). 

Substituons ces valeurs de M et de N dans les équations (A) et (t) , el 
nous aurons enSn 

Pc fa c'\ , C fPx' II" , x\ P' /b? A , . 

et tang. „, = j^ + j^ (p^ - fa- + „j _ _ (^i^ _ --) („), 

pour les équations relatives à la branche FB , la pression P' du point d'appui 
B restant encore indéterminée. 

Pour déterminer cette pression P' , il nous suffira d'observer que pour le 
point B , ou pour x:=:tf l'équation (m) doit donner j = o; ce qui nous donnera 

_ Pc Al c'\ C n' I' Cn P' /-P P\ 

" — E U ~ 6 ; + ilE \ï 3 ■+" nj ~ Ë lî ~ e) 

Pc» C3' — c) , CP P'P 

= B + T - T' 

., , _, Pc«(31-c) , 3CP 4Pc> (31-c)+ 3PC 

Substituons celte valeur de P' dans les équations (e) et (m), (A) el (n), 
et nous aurons 

.. , _ p fe',_ t\:^ l''^' _ ^ j_ A . [4P.'(3l-c)+3CP1 „ 
-"^ ~ E Va (j / "'' 2/E V a i '^ ta) '^ 8PE -^ 

(?-^) «"); 

pour l'équation définitive de la branche AF j 

,. V _ P' (" '^j. ^ ('"' '^ j. «'> [4Pc'(3l-c)+ 3CP] 
•'^ — E U ^ 6;) + ÏÎÊ '.T — T ■+ Tij ira 

X(^-^ «54); 

pour celle de la branche FB , 

X(te_l') (455); jj 
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pour l'expression définitive de la tangenle trigonoraétrlque de l'an-Ie formé 
par une tangente à la branche At' , et l'axe AH des x , 

et 4" tang. « ^ -^ + ~ [l^a:~ Ix + -j -^ '—^ J 

x(/-v-f') (456), 

pour celle relative à la branche FB. 

775. Cherchons la valeur que doit prendre \ dans chacune des équations 
(453) , (456) , pour que tang. m soit nulle , ou, en d'autres termes , pour qtte les 
tangentes aux deux branches ^F, FB de la courbe AFB ffig. i6ij soient 
horizontales, 

La première (455) de ces cijuntions donnera 

d'où l'on voit que x = o, et 

o^SV? (c-f)+ 4''G {l^ —lx + 'Ç\— [4Pc^(3i_c)+3C/ ] (i— ^ 

x=^ ZdPC— 

,y [,5f'0 + .7PlgP-3c»iH-c^}f ■ feP(aP-3Jf + e')-i-3PtJ 

— »^ iG X iti'^c* 4i*C ■•■• ^'*^7)- 

La première valeur de x nous apprend que la langenle aa point A est Iio- 
rizontale; quant aux valeurs de a; données par l'équation (457), si elles sont 
réelles, nous feront voir que la tangente sera horizontale en deux autres points 
de contact. Ainsi il y aurait trois tangentes à cette courbe AF , qui seraient 
horizontales. 

En égalant à zéro le second membre de l'équation (456), on arriverait à 
uneéquation du troisième degré en j:, qui, étant résolue, ferait connaître l'ab- 
scisse du point de contact de la tangente horizontale à la branche Fli. Cette 
équation étant du troisième degré, donnera une seule valeur on trois valeurs 
réelles pour^x. 

776. Pour avoir la plus grande ordonnéedc 1» branche AF , il faudrait, dans 
l'équation (453), mettre pour x sa valeur donnée par 1 équation (4ô7),et si celte 
valeur de x est moindre que c = AG : cette plus grande oidoiince serait la 
flèche de courbure de celte branche. De même , pour avoir la plus grande 
ordonnée de la branche FB , il faudra , dans l'équation (454). nielire pour 
X sa valeur tirée de Téquation du troisième degré, qui résultera du second 
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membre de l'équation (456) c^i^alëà zéro, pourvu que cette ■valeur de x soit plus 
grande que c ^ AG et plus petite que l = AB^ cette plus grande ordonnée 
sera la flèche de courbure de cette branche FU ; la plus grande de ces deux 
flèches de courbure sera celle du prisme en question. 

777- Si nous supposons que la charge uniforme G du solide soit nulle , les 
équations (453),' (4^4), (4^5) et {^^B) se re'duiront respcclivemenl à 

P (cx^ a^ Pcn3(-r) (ix^ x\ ..„„. 

^ ^=^È Ir-tij- .f'E [t^V ^^^^^ 

pour l'équation de la branche ÂF ; 

^ / = î(T-fj ^PË— ir-6J «^s) 

pour celle de la branche FB , 

p / a;*\ Pc* iM r^ / t*\ 

T lang. m = J (ex _ f) - " ]^''^ " [l^ - î^ (/,6o) 

iHtur l'expression de la tangente relative à la branche AF , ■ 

el 4" tang. i« = ^-g i^j— ^ \lx - ^^j (461) 

pour celle relative à la branche FB. 

778. Si dans cette hypothèse nous cherchons les abscisses des points de 
contact des tangentes horizontales, en égalant à zéro les seconds mcmbrcs-des 
deux dernières équations , nous aurons 

iV- (c-ï^-t) — c=(3f— c) {ix— D =0, et P — [ll—c){lx-~-^^=o, 

d'oii nous tirerons 

a(c (/* — 3/c 4- e*) 
^" X = (., Cl .r =^ .P-3/.i4-c=> W. 

2" a-=i-;|/^ (6). 

779. Substituons la valeur (6) de ar dans Féquatiori (4^9)1 »uus aurons 
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pour la flèche de courbure , dans le cas où le solide n'est charge c[iie d'un 
poids P, suspendu en un point ((uelconque entre la base d'encastrement et le 
point d'appui. 

780. Si ce poids P était suspendu au milieu de l'intervalle entre la base 
d'encastrement et te point d'appui , on aurait c^= - ; substituons cette va- 
leur de c dans les équations (45H), (459), (4^0) et HGi), et nous aurons 



/ = Pîfe'-' -'"')■■ 



■ «63) 



pour l'équation de la branche AF ; 



2' / = ^É {—^P + laCa;— iSf + 5x') (464), 

pour celle de la branche FB ; 

3° tang. m=-^ (6to — i ix) (465) 

pour l'expression de la tangente relative à la branche AF , 
P 



__; (4'' - 

pour celle relative à la branche FB. 



iolx + 5x') (466) 



781. En mettant pour c sa valeur - dans l'expression (45a) de la pression 
P' du point d'appui B , dans l'hypothfese oii G^ o, il viendra 
5P 



P' = 



i6'" 



(467). 



782. Si nous mettons la même valeur - de c dans les valeurs (a) et (b) 
de X (p.° 778), il nous viendra 



-—r.^ et r = î(i--^5) = iXo,553 



(468). 



La première de ces yalcurs de a; nous fait voir que le point de contact de la 
seconde tangente liorizontale n'est pas compris entre la base d'encastrement et 
le point d'appui, et que , par conséquent, nous devons n'en faire aucune men- 
tion. Quant à la seconde , qui se rapporte à la branche FB, clic nous fait voir 
que le plus grand abaissement de la pièce a lieu un peu au-delà du milieu de 
l'intervalle AU. 
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783. EnSn , si nous mettons pour c sa valeur - dans la valeur (46ï) de 

la flèche de courbure, nous aurons 

PP PP 

'' = pËTs = E X .07,J-.8-- «"s'- 

784. Si le prisme posait librement sur deux appuis, la flèche de cour- 

PV P / 

bure (n** 727) serait /' =r -^ ; mais dans ce cas P' =: - , et l' ^ - ; 

pp 
en substiluanl dans celte dernière espression, il viendra /' = -^7^. En com- 

jiarant cette flèche de courbure à celle (4*^9) ci-dessus , nous verrons que 

f.f.-.ji-. • :■.' -.xA, 

c'cst-à-dirc que la flèche de courbure , pour le cas où te solide est encasU'é 
jmr un bout est plus petite que celle pour le cas où le prisme est posé librement 
sur deux appuis , dans le rapport de 1 * (/S 

785. Si dans l'une ou l'autre des équations (463), (4Ij4) 1 "ous faisons! 
X ^ - , nons trouverons que 

r = ,^, (4,0). 

Tel sera l'abaissement de la pièce au milieu de l'inlervalle AB. Dans le cas où 
le solide n'est point encastré , nous avous trouvé cjue cet abaissement était 

(n" 784) /' = 7«p j '^^^ abaissemens seront donc '. * -^ ^ i * '. 7 *. 16. 

780. Supposons, maintenant, que le poids P ^ 0, de manière que le solide 
ne soit soumis qu*à l'action d'une charge uniforme C, la pression P' du poini 

3C 
d'appui B deviendra P' = -5-... .(471)1 

et les (équations (453), (454)* (4^5) et (456), se réduiront à 

^" -^ = iTEU -T+ rj - SE U- 6-) (47^)' 

pour la branche AF et pour la branche FB ; c'est-à-dire qu'alors, la cou ri» 
AB ne se compose que d'une seule bianchc ; 

2» lang. « = ^-|( i-.v _ ,.= + î^ - |(te - -"^ (4,3) 

pour l'expression de la tangente Irigonométrîque de l'angle formé avec l'aite 
des X, pr la (angcnte menée à un point qnelconque de la courbe AFB. 
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787. Cherchons la valeur de x pour que la langenlc à la courbe AFB j 
horizontale; pour cela, il sutTira de faire é^al à zéro le premier membre île 
l'équation (472) > ce qui nous donnera 

d'où nous tirerons x = o, et x=/f^± ^— - J. 

La première valeur de x nous Fait voir que la tangente h la courbe est 
horizontale pour le point de contact h , et la seconde , qu'il y aurait encore 
deux autres points de contact pour lesquels la tangente serait aussi horizontale; 
mais l'une de ces dernières valeurs de x dépassant la longueur l ou AB, n'ap- 
partient pas à la question : la seule admissible est .r = / f-^ — ■■ ■ ' - ) , qui 
se réduit à x = f X 0,6377. 

788. Si nous mettons cette dernière valeur de x dans 1 équation (4?^) , 
nous trouverons^ toute réduction et tout calcul faits , 

Z' = ^X o,oo53 (474). 

789. Nous avons trouve (n" 728) que la flèche de courbure d'un solide non 

se/' 

encastre , et chargé uniformément était /' ^^ ■ .., ; mais alors G' n'est que 
la moitié de la charge, et l' celle de la longueur AB du solide; ainsi 
C ^ - , et V = - \ ea substituant dans la valeur de f. il nous viendra 
,, 5CP CI? ^ , 

d'oii l'on voit que la flèche de courbure , pour le cas où le solide est encastré 
par un bout, est plus petite que celle du cas où le solide pose librement sur 
deux appuis, dans le rapport de 53 * i3o ou à peu près ^ * a ^ 5. 



LEÇON XIH. 

De la courbe que prend un prisme Je niveau , eneasirc par les ilciix bouts , et soumis » l'action d'une 
charge uniforme , et d'uii [loidi suspendu en un point «luclconque de l'intervalle des appuis. 

790. Supposons que la lame neutre du solide soit AB , ffîg. i6aj , A ef B 
les points d'encastremcns , et C le point d'application du pùids P. Pre- 

43 . 
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nons le voinc A pour l'origine des coordonnées , et ta dtvite AB pour l'axe 
des abscisses. 

S'il n'y avait que l'encastrement A, les équations des deux hranclics de 
courbes AD, DB seraient celles (453), (454') dun"'^74 '■> ™^î* l'encastrement tlu 
point B vient nécessairement modifier ces deux brancLes , et parconséqucnt leurs 
équations. L'effet de cet encaslrcmenl est de donner à la brandie DU"une forme 
telle qu'au (loînl D lu tangente à celte courbe est horizontale. Maïs si Ton sup- 
pose que le prisme se prolonge vers E d'une quantité UE quelconque ; que ce 
prisme soit inflexible depuis le point Ë jusqu'au point It, il est clair que l'eflet 
de l'cncustrement au point h pourrait être remplacé p:u- une ccilaine furie 
appliquée au point £. Cela posé, nommons 

l la distance .\B entre les deux plans d'cncastrflmcQt ; < : 

c celle AC du point A au point d'application C ou D du poids suspendu j 
P ce poids j 

P' la pression sur le point B; 

P" la force qui , appliquée au point E , produirait le mémo eOél que 
rencaslrement en B ; 

c' la distance du point d'application de cette dernière force au point A ; 

C la charge uniformément distribuée dans rinlervallc AB , et 

X l'abscisse AP ou AP' et j l'ordonnée PM ou P'M' de la courbe ADB. 

Le moment du poids P par rapport à la section droite au point M , sera 



P {c~œ); 
V (c'-x) 



:e!ni de la chrr^e uniforme 



C(P- 



, et celui du poids P'j 



la somme 



de ces trois momens sera 



p (c- 



-^ + ^iJL=:f)! + r 



x).. 



■ (»)■ 



Le moment de la pression du point B, qui agit en sens contraire, 
P' (l-x). 



evra être retranché de (a) , ce qui donnera 

x) — P' (( — x); 



P (c_x) + £-^' + P" (C 



ce dernier moment lésuhant doit faire équilibre h celui — de l'élasticité qui 
se développe dans la section droite au point M ; ainsi nous aurons 



P(c— x) + 



c ('--i^y 



P" 



■('-^') + .Te('— )' +^C«'-^') 



P' 



C-v) (S). 



THÉORIE GÉNÉ[<AI,E D£ LA ItésiSTANCC HES CORPS SOLIDES. 339 

D'ailleurs on conçoit que les éicmens de l'ordonnée y = PM seront encore 

(le lu forme d =^ (c) , et par conséquent on aura 

PCP" 

en éliminant r entre les équations (b) et (c). 

D'après cette forme de l'élément d de y , on en conclura facilement, par 
la méthode ordinaire , que 

P /ci' .^ , C /Pi' y , x<\ , V /e'x' .ê\ 

}- = t{T-ïï) + ÏÏE (.T - T + T^i + Ë (v - (TJ 

De là on lirera 

tang. m = | (-^^-v) + m. ('"' " ''^^ + f) + ¥ ("'''^ " t") 

Ces doux équations appartiennent à la branche AD ; cherchons celles qui 
appartiennent à la seconde branche DB. 

Parle raisonnement du n'' 774 i nous conclurons que 

Pc /ex c\ , C /Px* /a-s , x'\ , F" /ex» .i-\ 

r ^ Ë U - ô-j -^ .Te (t - ti + 7J + Ë It - ti-j 

cl que lang. ,„ = -^, + -^ ^^^ _ (^- + „j + - (_e i - -J 

-H^'-?) «'»>• 

car ces deux dernières équations doivent donner respectivement les mêmes va- 
leurs pour y et tang. jh , que celles (475) et (UyG) , en y faisant a: =: c , 
puisque le point D a|)particnt aux deux branches AD, DB. 

L'équation (4/7) »lo't donner y =^ 0, et Téquation (478} tang. m^o , quand 
û: = l ^ puisque la branche DH doit passer par le point It , et qu'en ce point 
li la langrnte BE k la courbe doit être horizontale. En substituant donc ^ au 
lieu de X dans ces équations (477) et (478), nous aurons 

l'c'iil-c) j_ CP j_ PVCV-I) ^ P'P ,. 
^ ..(rf). 



3^0 COURS DE COSSTHUcnOS. 

e, 2» „ = ^-^ + ^+ S^i^^' - ^' Xe). 

En éliminant P' et P' entre ces deux dernières e'qiialions , nous trouveront 

*^ ~ .aPCc' — ) «' ^ — iuP(c'-0 "* ^^'^'^ 

En substituant ces valeurs de P" et P' dans les équations (475) . (i?^), (477) 
et (478) , 011 aura celles qui feront connaître la courbe que prendra le prisme 
encastre par les deux bouts. 

791. On voit que les valeurs de P" etP' dépendent de c', qui est la dis- 
tance AE du point A au point E , oii la force P" est appliquée pour produire 
le même effet que l'encastrement. Quant à cette longueur c', elle dépend de 
la profondeur du scellement ou de l'assemblage, ou , ce qui revient au même, 
c' est la longueur du solide depuis le point A jusqu'au bout E qui est au fond 
du scellemcnl, ou depuis le point B jusqu'au bout qui est au fond du scel- 
lement du côté du point A. 

792. Cette observation nous conduit à voir que, pour pouvoir regarder 
un prisme comme encastré par les deui bouts , et pouvoir y appliquer les 
équations préccdenics , il faut que la profondeur du scellement soit assez con- 
sidérable , car si elle était petite , il en résulterait que pour remplir la condi- 
tion que la tangente soit horizontale au point B , il faudrait une force P'\ dont 
la grandeur serait d'autant plus considérable; c'est-à-dire, qu'il faudrait que 
la matière qui opérerait l'encastrement eût une résistance d'autant plus 
grande. Cela se voit par l'expression de la valeur de P' qui remplace celte ré- 
sistance. De là il faut conclure qu'il sera très rare qu'on puisse regarder un 
prisme comme encastré par les deux bouts, même quand il sera scellé ou assemblé 
par ses extrémités, car ces scetlemens ne sont presque jamais, ni assez profonds, 
ni assez hermétiques, pour que la tangente à la courbe au point B soit horizon- 
tale. 11 n'y aurait guère que le cas où le solide serait soudé dans deux autres 
à ses extrémités , ou que ces solides seraient fondus ensemble d'un seul jet. 
Néanmoins nous allons continuer nos calculs. 

793. Si nous voulons avoir l'abscisse du point qui répond à la plus grande 
oi'donnée, c'est-à-dire, à la flèche de courbure , il suffira d'égaler à zéro le 
second membre de l'équation (47^), ce qui nous donnera 

» = ? + §('-'- + ?) + ■"('■-?)-'"('-?) 

-C) , , 3l(C/+aPV — î/P') , 3/Pc» 
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Pour résoudre cette équation du troisième degré , on se rappellera qu'elle 
doit être satisfaite en y faisant x ■^ l ,, puisque la tangente h la courbe doit 
être liorizon taie au point 0; on pourra donc diviser le premier membre de 
cette équation par x — i, ce qui donnera le quotient 



I QP' ~ 3P" - 



- — 3F0 



= 0.... («), 



et pour reste Cl* + 3P'7 (ic' —l) — 3P'^ + 3Pc= , c'csi-à-dire, le second 
membre de l'équalîon (e) mis au même dénominateur, En résolvant donc 
cette équation (a) , on aura 



,y/TW^ 



-2Cf , i(U-hiP" {-^l 



.tP'O 



W- 



4CS "^ C 

Pour calculer a;, on mettra pour P' et P" leur valeur (479) dans cette 
formule (b). 

794. Pour avoir la plus grande ordonnée de la branche DB , on substituera 
Ib valeur (A) de x (qui sera moindre que l) dans iequation (477)' 

795. Si le poids P était appliqué au milieu de l'intervalle AB, les doux 
branches DA , DB de la courbe ADB seraient symétriques, on aurait / =^ ac , 
et pour l'abscisse correspondante à la plus grande ordonnée, x ^ 7 i ^= c. 
Substituons ces valeurs de / et de x dans l'équation (477)) ce qui nous donnera 



'— /— Ë U 6 ) 






' 3E ■ 



4SE 



■ VE 

P' /ne' 
- E U 



5PW 
6E" 



. (48o). 



796. Dans FLypolbèse précédente où i = 3C , les valeurs (479) de P" et 
P', se réduisent à 



1 a (c — ac; 



^c^ + aC (^c' — 5c) 



1 2 (c* — acj 



.(48,). 



797. Si dans l'équation (475) nous mettons pour P" et P' leurs dernières 
valeurs, et pour l sa valeur ac , il nous viendra 



^ = 5rEPc^- 



■ a^î) - 



48cE 



^4c"x> — 4cx' + x>) (48a), 



pour TéquaLion de la brandie AD. On Irouverait la même équation pour ta 
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branche DB , en supposant l'origine au point B. On voit que celte équjtlion 
est iiHlcpendante do la quantité indétermine'e c'. 

798. La ilèclie de courl»urc , dans ce cas, s'obtiendra en faisant x ^= c dans 
l'équation (48a) , et on aura 

Ce* 






. (483). 



799. Si le solide était posé librement sur deux appuis, la flèche de cour- 
bure (n*" GgS et 728) serait ^' ^ 77= + --7-= , P et C n'e'tant que les 

moitiés du poids suspendu et de la cbarge uniforme , et c étant la demi-dis- 
tance entre les appuis. Si nous voulions représenler par P et G les cbarj^es 
entières, comme alors les numérateurs de la valeur de /' seraient deux fois 
plus grands , il faudrait doubler les dénominateurs , pour ne pas changer celte 
valeur de f , et nous aurions /' ^i^ — 4- -y--|,. Si nous comparons cette 
valeur de f à celle (483) de /, nous aurons 






■ : ; 2P -h C : 8P 4- 5G , 



d'où Von voit que la flèche de courbure , dans le cas où le solide est en- 
castré par les deux bouts , est plus petite que dans celui où le prisme est 
posé librement sur deux appuis , dans le rapport de 3V -\- C ', 89 -{- 5G. 

800. Si la cltarge uniforme nexistail pas , dans le cas des deux encas- 
tremens , la flèche de courbure est quatre fois plus petite que dans celui ou 
te solide pose librement sur les appuis ; et cinq fois dans le cas où c'est le 
poids suspendu qui est nul. 



LEÇON XIV. 

De U courbe d'im ]iris]iic pusii lilirrinent sur pliisifiirs appuis de niveau , cl suuuiis ,1 l'.iciion d'u 
poids dans chaque îolcrrallc des appuis , et d'uDC charge unifonuc 



801. Soit ABC (fig. iG3) la lame neutre d'un jwisme posé de niveau sur (rois 
appuis A, It et C , cl soumis à racliou d'une charge uniforme, et de poids 
suspendus aux points quelconques D et E dans l'intervalle de deux appuis con- 
sécutifd ; prenons l'origine des coorttonnées au point B , et nommons 
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/ la dislance AB ; l' celle BC ; c celle BD , cl c' celle BE ; soient P et 
P' les (loiils suspeniJus aux puinls D et E, et C,C' les charges uniformes dis- 
ti'ibuéej , la pieinici-c de Â en B et la seconde de U eu C ; enfin , reptésen- 
tons par p , ç et r les pressions qu éprouvent les trois points d'appui A. , li 
et C. Cela posé, observons que la courlje afîiictëc par la lame neutre ABC se 
composera de quatre branches, BD et DA pour le eiité BA, et BE, EG pour 
le côté BC, dont il faut avoir les étpiatioiis. 

Occupons-nous d'abord de la branche lîE. 

Pour cela , observons que la tangente an point B ne pourra être horizon- 
tale que lorsque tout sera symétrique de chaque cûté de ce point B; ainsi en 
j;énéral cette tangente sera inclinée par rapport à Taxe AC ; soit donc m , 
l'angle formé par celte tangente et l'axe AC ; pour avoir l'ordonnée FM , 

à ta somme Mm des élémens de la forme d^ , il faudra ajouter 

Pm = X lang. m. 

Du reste , il est évident que nous pouvons regarder le solide comme étant 
encastré depuis le point A jusqu'au point B, et considérer la question sous 
le même point de vue qu'au n° 774 \ de sorte que nous aurons , pour l'équa- 
tion de la branche BE , 

P' /.'a' ^=^ , ij_ A'^x^ l'j^ x^\ 



y -- 



:.rt;mg.m+ ^ (^^^ - i-) + 



W°' 



et I expression tic'la tangente Irigononiétrique de l'angle formé par la tangente 
en un point quelconque de la branche BE et l'axe BC, sera , par conséquent, 

E 



lang. 






- l'x' + 



f) 



Par le raison'jement du n' 
branche EC e.st 

y :^ X lang. »> + -j- [ 

E ^ 
et rexpression de tang. m. rclali' 



77A , nous li'ouverions que l'équation de la 






C 

1IE 
.. (480) ; 

iL'lie EC sera 



relie brai 

lang. m = lang. «'+ -^ + ^m {' ''^ —'■'' + j) — E V " " V ) 

(487). 

puisque ces deux équations doi\eiit donner respectivement les mêmes valeurs 
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que celles (484) et (485), en y faisant x=:c', et que la branche CE pro- 
longée ne doit pas passer par le point D. 

Les cqualions des branches DB , DA s'obtiendront des précédentes , en 
changeant le signe de tang. m, r en ;», P' en P, C en G, i' en i et 
c' en c ; de sorte qu'on aura 

. E /M* jA , C /Px'^ h? , x\ p /Ij? :^ 
y=~x tang. >» ^ ^ {- - 1^) + ^{^ —^ +~)~ t\-^~ë) 

(488). 

eltang.tt=— tang.m+ g ('^■^"F)"'"^ (^'^^ ~ '^ + f^ ~ E ('*~t) 

(^89)- 

pour la branche BD; et 

(.M- 

et tanB.«=-la„g.m. + ^' + ;^ê (io: - i^' + ^ _ | (/x - ^') 

(490- 

pour la branche DA. 

LVquation (486) doit donner _y i= o quand x^Z', et l'équalion (49o) 
aussi , quand x ^ l ; en substituant respectivement ces valeurs de x dans 
ces équations^ nous aurons 

F't-'* C /" rJ*^ 
o = r tang. m + -gjj (3i'-e')+^ -- (») 

et „ = _,u,„g.„+|i*(3;-c)+g-|f (4), 

La somme des expressions p, q et rdes trois points d'appui doit égaler celle 
dœ poids P, P' et des charges uniformes C et C ; nous aurons donc 

;)+, + i=P + P'+C + C' (e). 

De plus , le moment résultant de toutes les forces p, ç, r, P, P', C et G' 
par rap|)ort à un point quelconque , par rapport au point A, par exemple, doit 
être nul , puisque L'équilibre existe entre toutes ces forces ; il nous viendra donc 

pi— Pc— -4-P'c'4-~ — rr = o, oii»i — W'^Pc-P'c-i-— — ..(rf). 

£n éliminant entre les quatre équations (a) , (&} (c) et (d) , nous aurons 
— 4Pc/' (3(c — c'+a») H- f\Pc'l {3l-c'~c'*—il») + Cl'P (3f+ 4f') - C'tP .. . 
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(4Pf (f+0 [»«'— c' (3l-t) — a/c {!•- /)] + 4P'( (f + ')) 
, = ;e.U'_c»(3f-c)+,fc'(f-/)]+ CCI' [''«' +5')+'", gjiiîTTqTn- ("iS^). 
( + eu" [1(4' +50 + 1»] S ^^' 

_ 4Prf(3/c — «"-aPj + zIPVICBIV'-c^ + ^lfi— CI'/'+C'/l''(3f+4l) 

4Pd'(3U'c— rc'_a?f)— 4PV?t3IV— c'-.-l^j-CW+CW ,, ., 

"S- »■ = — ^ WW+W ''*'''>• 

803. Pour nvoir les équations dcGnitives des qtialres branches de la courbe 
ADBEC, il suffira de meltrc cns valeurs de /> , ç , r el laiig. m dans les liuit 
équallonG qui portent les n"* depuis (4^4) jusqu'à {40')'> "'^'^ comme les 
calculs seraient trop compliques, on ne fera ces substitutions qu'après avoir 
calculé numcriqucmeut les valeurs de ces quantités p, g, i- et tang. m, d'après 
les quatre dernlcros formules. Ces substitutions élant faites . on cherchera l'abs- 
cisse du point de contact de la tangente horizontale pour les deux branches qui 
(l'une à droite et l'an Ire à gauche du point It) donneront la plus grande ordonnée 
répondant à ce point de contact ; en un mot , on se conduira , pour chnquc 
portion de courbe ISA, DC , comme il a été dît au n" 793, pour avoir la flèche 
de courbure. 

803. Supposons , en premier lieu , que les points D cl E , auxquels les poids 
P, P' sont suspendus , soient au milieu des intervalles AD, BG; nous aurons 

c ^ - el c' =^ -; cette hypothèse réduira les valeurs ci-dessus de p^q , r 
et tang. m , à 

P = .bPi.(/ +') ^^^ ^' 

_ Pi(l'+Q(6i'-f-:tO+P'l'(/'-H (8i-t-304-^Ci[''(4^'+50+<'l4-aCr[J(4i+.5O4-n 

-•■•(497;. 

' — THil^F+Ô ^^ ^' 

— 3PW»-|-3P7'ï/« — iCP-^aCW ,, . 

'='"s- "" = uwii'+i)^ ^^'^^^' 

804. Supposons, en second lieu , qu'en outre de rhypolhèec précédente, on 
ait V ^ If c'est-à-dire que [e jioint li soit le milieu de l'inlervalle AC ; cette 
dernière hvpothi:se réduira les dcrniîires valeurs de p, q ,r cl tan^. m. , à 

.3P— 31>'+ 14c— sC ,. , 
P = jj-^' ("oo), 

5aP+saP'+ioC + 2oC' ,„ , 
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-3P-+- .iP'—aC-)- .4C' 



(5o3), 



— 3PP + WC 
lang. m = ■ 



.t5o4). 



a4^ 

805. EnBn , supposons que les poids siispendiis P, P' soient cgaus , ainsi que 
les charges uniformes G et G', les dernières valeurs de p, q, r et tang. m, 
deviendront 

._ _ 5P 4- 6C __ iiP+ ■ 



et tang. m. 



. (5o5). 



On voit en efl'et , que tout étant symétrique par rapport au point B , les pres- 
sions p et )■ des points A et C doivent cire égales, et que la tangente an 
point B doit èlre liorizonlalc. Dans ce dernier cas, les équations des deux 
branches de chaque portion de conrhc BC , BA se réduiront à celles marquées 
des numéros depuis (488) jusqu'à (49') j après y avoir mis pour j) et c leurs 

valeurs (5o5) et -. Les deux premières serviront pour les branches BE , BD, 

et les deux autres pour les branches EC , DA. 

80G. Proposons-nous de trouver les équations relatives aux quatre branches 
ÂD, DB, BE et EC Cfig. i64J, pour le cas où le solide est encastré par les 
deux bouts A et C, et soutenu par un point d'appui B entre les encastremens 
A et G. 

Prenons l'origine d^ coordonnées au point B,et la droite AC pour l'axe 
des abscisses ; nommons : 

t l'intervalle AB ; l' celui BG ; c la distance BD du point B au point de 
suspension D du poids P ; c' la distance BE du même point B au point d'ap- 
plication E du poids P' ; C et C les charges uniformes distribuées sur les lon- 
gueurs AB , ne i p, f] t '' 'fs pressions des ])olnls A , B et C ; s , t les forces 
qui, appliquées aux points G et F, remplaceraient les encastremens aux pâtits 
A cl G, et c" , c' les distances des points G et F par rapport au point B. 

Cela pose, pour avoir l'équation de la branche BE , il suffira dolîscrrcr que 
le solide peut être considéré comme encastré depuis le point A jusqu'au point B, 
et qu'à ce point B la tangente à la courbe ne sera point horizontale dans le 
cas généraU <^3>' 'I deviendra évident , par cette observation , que pour avoir 
Téqualion cherchée , il suOlra d'ajouter x tang^. m au second membre de l'éqiia- 
tion (47'^) du n* 790, ce qui nous donnera 

7=0: tang. .,.+ g (^_ _ -j -H _ (^_ _ _ + -j 
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en remplaçant P par P' , C par C , P" par t, P' par r, c par c', / par l' , 
et e' par c"; d'ob l'on tirera 

tang. n = tang. m+ ^ {c'x— -J + ^ (^i'^j:— r.r» + j^ 

+ î (''--?) -É (''--?) (50,). 

Telles seront les équations qui se rapportent à la branche DE , dans 
lesquelles r et f sont la pression exercée sur le point C , et la force qui, 
appliquée au point F, situé à une dislance IIP du point B égale à c", 
produit le même effet que l'encastrement au point C. 

Pour avoir les équations qui se rapportent à la branche EC , il siifTira 
d'ajouter x tang. m dans les seconds membres des équations (477). (4l^) i 
en remplaçant comme ci-dessus P par P', F" par (, P' par »j C par C, 
c par c' , l par l' , c' par c' et »i par n , et noua aurons 

-iC?-^ C508). 

larg. n = laog. „,+ ^ + ^^(l"i - l'x' + -^-) + ^ [C'x - -) 

■ ■ -É('''~r) ('"S)- 

Il n'est pins besoin de dire comment on trouvera que les équations qui se 
rapportent k la branche PD sont 

-|(?-^ (-»)• 

l»ng.n = -long. m + ? [ex -'^+^^ {l'" - '■'' + j) + î («'-'-7) 

-H'^-f) (=■•;• 

et que celles qui se rapportent à la branche DA sont 

, Pc Ux c\ , C /fi« W x>\ , ,c"x' x\ 
r = - »^ lang. m + -jj ( 7 -BJ + S It " T +rj + E (T ^ w) 

-iC^'-f) (5.. 



"3^ eoOB» DB OONSTROtmOlt.. 

Pc* C / x^' I / x'\ 

lang. n = - tang. »> + ^ + ^ (t'x -lx' + ^j+^ [^'x - jj _ 

-IC— r) P'3)- 

807. Il nous reste à délcrmlncr les valeurs des constantes p,^,r, s, ( et 
lang. m. Pour ccbj nous observerons que les équations (5o8), (Sog) , (5ia) 
et (5l3) , doivent avoir leurs premieil membres nuls , les deux premières 
quand X =: HC^ l' , et les deux secondes quand 3^=^ BA =; i ; en faisant 
ces substitutions , nous aurons 

1> V (if— «7 _,_ CP _L ll'(3c"' — I') ^ 



: r rang. 



' (if- 
6E 



, Pc» , CI» 



= — i tang. m . 



Pc' (31- 



- — lang. m + 



CP 



8E 

i r(gc'"-f) _ rl^ 
+ jE a 

CP il'(3e" — 
■ 8E + 6E 

il (3e' 



3E'" 
,.. (4), 



•W. 



Pf 



■ » 



'W. 



808. Outre ces quatre équations, nou5 nous en procurerons deux autres, 
en observant 1° que [a somme des pressions p , <j et r des points Aj B 
et C j doit égaler celle des poids P, P ' , des charges uniformes C , G ' , et des- 
deux forces s et t qui remplacent les encastremens aux points A et C : nous 

aurons donc /»H-7+r=P + P' + C-l-C' + s + (... (e) , 

et 2' comme il y a équilibre entre toutes ces forces, le moment de leur 
résultante doit être nul, ce qui nons donnera 



pl—Pc- 



et 



— jc" + P'c' + ^ — rf' + te' 



. C/)- 



809. El) éliminant entre ces six équations, on déterminera les six inconnues 
p t ^1 f'i S) ï et tang. m. Nous ne ferons point ces éliminations, pour abréger, 
parce qu'elles n'olTrcnt d'autre difficulté que celle de Ja longueur des calculs , 
et que la question considérée sous ce point de vue général est rarement utile. 
Pour la simplifier, nous supposerons \° que les poids P , P' sont égaux; 2" que 
les cliarges uniformes sont égales ; 3° que le point d'appui lï est au milieu de 
l'intervalle AB , et 4" que les deux poids égaux P sont suspendus aux milieux 
des intervalles AB , CB. 

Ces hypothèses feront évidemment que, 

1". La tangente au point B sera horizontale , et par conséquent le solide 
sera comme encaslré en ce point B ; 

T. I>cs quatre branches AD, BD , BE et CE, seront parfaitement égales ; 
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3'. Les pressions en A et C id'Ont égales entre elleSj de sorte que p ^ r ; 
A". En prenant les distnnccs BF, BG égales entre elles , c'est-à-dire , en 

supposant c*= c", les forces s et t, qui tiennent lieu des encasîremens en 

A et C , seront égales ; 

S". Enfin , les points de suspensions D et E des poifls ég»ux P clant ans 

milieus des intervalles égaux AB> BC (que nous nommerons/), nous au~ 

rons c = c^ = -. 

2 

Les quatre branches AD, DB , BE et EG , étant égales , auront la même 
équation , en prenant l'origine au point A pour )a première , au point B pour 
la seconde et la troisième , cl au point C poirr la quatrième. Celle équation, 
commune à ces quatre branclies , s'obtiendra en faisant tang*. m =r o et 

c' = ~ dans l'équation (5o6) , ce qui nous donnera 

_ P //x» aA c /P.c« '^,'^*\, ' K^^ ^ 

-i{-:-i) (w). 

De là on tirera 

n étant Tangle formé par la tangente à Tune dès quatre branches , et l'aie 
AG des abscisses. 

Les mêmes hypothèses que ci-dessus réduiront l'équalion (Sog) h 



-s-'=ll+â('— '-+?) + l('~-?)-^('-?) 



.(5.G). 



810. Si nous faisons jc= -, dans l'équation (5i5), le point de contact 
de la tangenle à la branche DE sera au point E, et cette tangente sera ho- 
rizontale ; nous aurons donc 

o = e?l-h 7Ci + Gs {4c" — — i^pl («) ) 

et si nous faisons x = l dans l'équation (5i6), le point de contact de la 
tangente à la branche £G sera au point G , et cette tangenle sera aussi hori- 
zontale ; nous aurons donc 



o = 3Pi -f 4Gi -t- laj {ne" — i) — ' V'- 



• Ci). 



35o COURS OB COHSTBDCTIOir. 

Les hypolliéses du n" 8oy lédulsent les deux équations (e) et (/) du n" 808, 
à celle ci seulement a/> + ç ^ aP + ^C + aa.... (c). 
Au moyen de ces trois équations on trouvera que 



/';iP4-5C) 



P = 



3P (4c" — 3Q + aC (6,." 



-50 



et g = P4-C... C5i7). 



811. Substituons ces valeurs de s cl de p dans les équations (5i4), (Si 5), 
et il nous viendra 



^■=piïïrp''+=c).. 



-4((P + C).ï' + 2Citî.. 



.(5.8 



'=7kl ('"(3I'+=C)A:+6;(P+C)jr- + 4C.t' 



.(5,9) 



pour les équations de di:icune des quatre brandies AD , BD , BE et CE , 
ks origines étant respectivement aux points A^ B et C. 

812. Si dans t'équation (5ii 
de courbure qui sera / ^ 



nous faisons x = - , nous aurons la flèche 
.. (530). 



384li 



813. Supposons qu'un prisme AB f/tg. i65j soit encastré par les deux 
louis A , B , et soutenu par deux appuis C, D, également espacés entre let 
plans d'encastrement ; que des poids égaux P soient suspeèidus au milieu de 
chacune des trois parties égales AC,CD, Ï)B du prisme, et que ce dernier 
SQit en outre soumis a une charge uniforme représentée par 3C, de manière 
que G soit la cliarge qui agit sur chacune des portions AC , CD et DB. 

D'après CCS suppositions , il est évident que les équations (5 18) , (5 19) et 
(5ao) appartiendront à cliacune des six brandies AE, EC , CF, FD , DG 
et GB, en prenant l'origine des coordonnées respectivement aux pointa A, C, 
D et B, et qu'il en serait de même s'il y avait un nombre n de points d'appui 
intermédiaires ; car chaque partie du solide élant dans le même état que si clic 
élnit encnstrce par les deux bouts , il csl clair qu'on peut les considérer cha- 
cune séparément , et comme elles sont toutes soumises aux mêmes conditions , 
quel qu'en soit le nombre, les branches de courbe qui en résulteront seront 
égales , et auront les mêmes équations. 

Il est clair aussi , que, d'a])rès les mêmes conditions, quel que soit le nombre 
des points d'appui intermédiaires , la charge que supportera chacun d'eux «em 
égale à la somme P + C des charges qui agissent sur une seule portion AC ou 
CD , etc. , du solide, comprise entre deux points d'appui. 

Il est visible encore que , les deux forces s et /i qui ont lieu aux points d'en- 
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caslremcnl A et B, auront les expressions {017) du n" 8r r , quel que soit le 
nombre des points d'appui , l étant la distance AC ou CD , etc. , entre deux 
points d'appui, et P , G le poids et la charge uniforme qui répondent à 
un des intervalles AC , CD , etc. 



LEÇON XV. 

De la forme qu'il faut donner à un solide postj librenienl sur deux appuis de niveau, et sonmis k 
l'action d'une charge unirorme et d'un poids suspendu en un point quelconque entre les appuis , 
pour que la lame neutre se courbe suivant nu arc de cercle , le solide Aanl supposa sans pesanteur. 



814. Supposons d'abord que te poids suspendu au solide soit a égales dis- 
tances des appuis- 

Prenons le point G (fig. 166) milieu de AB , pour l'origine des coor- 
donnas, et nommons : 

l ta moitié AC ou CB de AB ; 

aP !e poids suspendu au milieu G de Tinlervalle AB ; 

iC la charge uniforme totale distribuée dans la longueur AB , et 

.T l'abscisse d'un point quelconque de la lame neutre. 

Cela pose , prenons l'équalion («) du n" 73 r , et augmentons-en le second 
membre de P {l — x) , qui est le moment de la réaction du point d'appui B , 
par rapport à une section droite quelconque du solide, en ne supposant ce 
solide chargé que du poids aP , et nous aurons 



£ 



= P(i-x) -h 



C(P- 



=') 



■ 00- 



Telle est l'équation d'équilibre qui doit subsister dans toutes les sections ver- 
ticales transversales du solide. Comme le second membre de cette équation varie 
en même temps que ai, il dut que E varie dans le même rapport que ce 
second membre j puisque r doit ici être constant , étant le rayon de l'arc de 
cercle afTcclé par la lame neutre 

815. Supposons que les sections transversales du solide soient des rec- 
tangles ; dan» ce' cas ^" 600) . E = — . 

Pour que E varie , il faut que a ou & varie , ou tous les deux à la fois ; fai- 
sons d'abord varier ff, et pour indiquer la variabilité de cette largeur a, 
reprcscn tons-la par t , nous aurons E =^ — z. 
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Substiuions cette valeur de E dans l'équalioa (a), et il viendra 






•(»)■ 



816. Clierchons ce que devient r quand x = o, et nommons a cette va- 
leur eu parlicuticre de s; nous aurons 



^=1'! + 



d'où 



, d'o 



10^ __ l (aP + C) 



. (521). 



Telle sera la valeur de r ; elle est tout-ii-faît semblable à celle (366) da 
rayon de courbure de la lame neutre , pour le cas où il s'agit d'un solide 
encastre par un bout (n" 694)- 

Eii substituant cette valeur de r dans l'équation (b) ci dessus, il en résultera 

l^ (aP 4- C) z ^ aa/P {l — x) + a£ (^ — x ) (Saa). 

817. Supposons que la fig. 166 soit la projection borizontale du solide , U 
droite AB étant celle d'une des faces latérales ; prenons celte droite AB pour 
l'axe des :v , et le point G , milieu de AB , pour l'origine des coordonnées. 
Quand on fera x := CP, l'équation (522) donnera z =^ PM. 

Chercbons la valeur de x qui donnerait z.:= o ; pour cela , il suffira d'é- 
galer à zéro le second membre de l'équation CSaa) , ce qui nous donnera 

;nal? (l — x) + aC (/" — x*) = , 

t (aP + C) . 



d'où 



* = /: 



^CB, 



et X =z - 



: — CI.. 



. (5^3). 



La première de ces deux valeurs de x nous apprend que la projection ho- 
rizontale HB d'une face latérale du solide passe par te point d'appui B j c'est- 
à-dire que la largeur du solide en ce point B est nulle. La seconde valeur (SiS) 
de X , qui est négative , nous fait voir que la courbe BH , prolongée du côté 
opposé au point B par rapport au point C> rencontrerait l'axe ÂB prolongé 
en un autre [wint I> 

818. La dislance El , entre les points B et I, où la coarbe BHI rencontre 
l'axe AB , sera 



B1 = DC + g =;+'"'',+ ^' = °"'',+ ^' 



TT 



i (f+C) 



cl la tnoilié BK lie cette distance sera par conséquent BK = rv 

l(l'+C) , _ IP+tC 



MaU CK = BK — BC = 
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Faisons x ^ — ^r dans l'équation (Saa) ; il nous viendra 

i« (2P + C) Z = 3rt/P (i + ^) + «G (/* — ^ , 

819. Transportons l'origine des coordonnées au point L , Taxe des abscisses 
étant la droite ab , menée par le point L parallèlement à AB. 

Pour cela , observons que j: ^ CP ^ KP — ■ KG ^ J-p — KG ; mettons 
pour J.p sa valeur x', et pour KC sa valeur (a) (n" 8i8); ce qui nous donnera 

^ = ^ —'g («)• 

Observons de plus que i ^ PM = P;> — Mp := KL — Mp ^ et mettons 
pour KL sa valeur (5a4) «t pour Mjj, s' ; nous aurons 

'■ — c;(.i'-i-c) — ' W- 

Substituons ces valeurs de :e et de r dans l'équation (Saa) , et nous 
aurons j toutes réductions faites, 

^"=^^'^-' (^"=). 

pour l'équation la plus simple de la courbe ILB , qui, comme on voit, est une 

parabole ordinaire, dont le paramètre est p^ — -. Celle parabole est cxae 

tcment la nicmc que celle trouvée au n° 701 ; seultnicnt elle est aulrfuienl 
située par rapport à l'axe Alî , et dans le cas actuel P et C ne sont que les 
moitiés des charges du solide , et / celle de sa Ioni;ueur. 

820. On trouverait une autre courbe AIILT qui passerait par le second 
point d'appui A , de sorte que ta forme des faces horizontales du solide sera la 
figure AlIU, termine'e par la droite AB et les arcs de prabole AH , BH. 

821. Gomme la toi de l'élasticité du solide dépend uniquement ici de sa lar- 
geur z aux différens points <le sa longueur, il est facile de voir qu'on pourrait 
lui donner la forme indiquée par la figure AcGi^ , avec cette seule condition 
que Itg ^^ fe , pour tous les points de la longueur AB , de sorte que la droite 
AB divise ou non la figiu'e \c\id en deux parties symétriques. 

822. Puisque la lame neutre se courbe suivant un :irc de cercle, et que les 
deux parties CB, CA du solide sont symétriques , il est clair que l'expression 
de la flèclie de courbure sera celle (3'j4) Irouvcc au n' 70a , en se rappelant 
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que P Gt C sont les moitiés 

dans le cas actuel. 



conna de constructioît, 
des charges du 



et l la moitié de sa longueur, 



823. Supposons maintenant , que dans l'expression E = — , au Heu de 
faire varier a , nous fassions varier b ; en représentant b par r , et substituant 
la valeur — z^ de E dans l'équation (a) du n" 81 4» nous aurons 



= p(i-».) + 



C(f- 



• W, 



pour l'équation d'équilibre qui doit subsister dans toutes les sections transver- 
sales du solide. 



824. Si dans celte équation (a) nous faisons . 
devient x. dans ce cas, nous aurons 



: o, en appelant b ce que 



d'où 



mi' 



.(5-^6), 



6/(aP-hC)" 

valeur du rayon de l'arc de cercle suivant lequel la lame neutre se courbe, 
qui est encore la même que dans les questions précédentes analogues à celle-ci. 

825. Substituons cette valeur de r dans l'équation (n) ci -dessus , et nous aurons 
/> (2P 4- C) ^^=2b^ IP (l~x) + b^C {l' — x>) (537). 

Supposons que la figure 167 soit la projection verticale du solide, la droite 
AB étant celle de la f.ice inférieure ; prenons la droite AU pour l'axe des 
abscisses, et le milieu C de celte droite pour l'origine des coordonnées. Quand 
on fera jr ^= CP, l'équation (536) donnera i. ^ PM , pour l'épaisseur à 
donner au solide dans la section transversale P3I. 

826. Les valeurs de a: qui donnent c = 0, s'obtiendront en égalant à zérole 
second membre de l'équation (Sa^), ce qui donnera 

aœ(l~x) + C{l'-x) = l2lP+C{l -l-x)] (/ — .T)=o, 
' (aP+C) . 



d'où 



-.1, 



et X ^ — ■ 



-CE. 



.(5.8), 



valeurs de x lout-à-fail semblables à celles (SiS) du n" 817. 

La iireraière de ces valeurs de .r nous apprend que la courbe DB passe 
par le point d'appui Ji , c'cst-à-tlire qu'en ce point B la hauteur du solide 
est nulle. La seconde des mêmes valeurs de x, qui est négative , nous fait voir 
que la courbe BD prolongée du côté opposé , par rapport au point G , ren- 
contre l'ase AB prolongé en un (wint E. 
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827. La distance BE du point B au second point E où la courbe BDE 
rencontre Taxe AB des abscisses, sera BE = — —^ — —, comme au n" 818 , 

et par conséquent sa moitié BG = p — -, et CG = jt («)■ 

/p 
Faisons a: ^ — ^ dans l'équation (5a^ , nous aurons 

l' (îP + C) i3 = .i'iP (i + j) + PC ((. - ^ , 

828. Transportons l'origine des coordonnées au milieu G de BE, et pour 
cela observons que l'axe des abscisses restant le même , les z ne changeront 

(D 

pas. Quant àx = CP, elle deviendra ;r ^ x' — CG = x' 

cette valeur de ,t dans l'équation (5^y), ce qui nous donnera 



^ (aP + G) z3 



P(P+C)' 
C5 '■ 



IPp (P -I- C)a 
C 






■ (539), 



équation qui est celle d'une seconde parabole cubique aflectée d'une cons- 
tante (n" 709). 

829. A partir du point d'appui A, on aura une seconde courbe ADFqui 
sera parËiitcmcnt égale 't BDE , et tes deux seront symétriquement disposées 
par rapport à Taxe vertical CD := t ; de sorte que la face latérale du solide 
aura la forme ABD. 

830. Puisque la bme neutre du solide se courbe suivant un arc de cercle, 
et que l'expression (536) du rayon de cet arc de cercle est la même que celle 
(366) la flèche de courbure dans le cas actuel sera la même que celle (374) 
du n" 70a. 

831 . Si dans l'espression E = — - , nous faisons varier à la fois « et ft , 

il faudra convenir de quelle manière l'une de ces deux quantités devra va- 
rier; car pour remplir les conditions exprimées par l'équation (a) du n° 814 j 
il sufïit d'une variable. Supposons que a varie comme dans le n" 713; de 



sorte qu'au lieu ;lc a nous ajuns 



<.{(- 



; si pour espriracr la variab'dité 
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de b nous le représentons par z , nous aurons E = ^ — z^ ; en substi- 
tuant cette valeur de E dans l'équation {a) du n" 814 , il nous viendra 

lar ^ ' il ' 

!?ï = P + £ii±i' (,). 

832. Nommons h ce que devient z lorsque ir ^: o , c'est-à-dire , suppo- 
sons que h représente l'épaisseur du solide au point C milieu de AB (fîg. 168); 

1.. ■ / \ 1 fo(^ n . C 

1 équation (a) donnera - — =^ 1* -[- - ^ 

d'où nous tirerons >■ =^ .. , „ , „, (53o). 

6 (aP -?- C) ^ ' 

Cette valeur de r , comme on voit, est la même que celle (383) du n» 713. 

833. Substituons celte valeur de r dans l'équation (a) ci-dessus, il nous viendra 

^ ^"^^3+ ^^ z^ = :,lP + C(l-\- x) (53i). 

834. En faisant z^=^ o , nous aurons 

2iP + C(/ + a;) =0, d'où x = — ' ^''^^ ^^ C53a). 

De ce que x n'a ici qu'une seule valeur qui est négative , il s'ensuit que la 
courbe qui sert de directrice à la moitié de la face supérieure du solide, ne 
rencontre l'axe des abscisses qu'en un seul point c, du côté opposé au pœnt B, 
par rapport au point G. 

335. Si dans l'équation (53 1) nous faisons a: = l, il nous viendra 
= = B4 = 4 X/^^^ (533). 

Cette valeur de z ou de Bb est plus grande que b = CD. 

Si dans l'équalion (53i) nous faisons a ^ — i, il nous viendra 

= = A, = 4|X^p^ (534). 

Celte valeur de z ou de An est plus petite que b = CD. 

Il résulte de ce qui précède j que la courbe caUh qui termine la moitié D4 
de la face supérieure du solide passe par les quatre points c , <i , D , A , et sa 
concaviié est par-dessus. On aura une courbe dUfe toute semblable à la pre- 
mière , et les deux seront disposées symétriquement par rapport à l'axe va 
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lical CD; de sorte que la projection verticale d'une face latérale du solide sera 
de la forme AOiDd ; et le solide aura la forme singulière ACCDtiDè 
fig. i6g. 

836. Le rayon de l'arc de cercle suivant lequel la lame neutre se courbe étant 
de même forme que celui du n" 7i3, il est clair que la flèche de courbure 
actuelle aura l'expression (387) du n" 717, en observant qu'ici P et G repré- 
sentent seulement les moitiés du poids suspendu au milieu de l'intervalle AB 
(fig. 168), et de la charge uniforme. 

837. Nous ne pousserons pas plus loin ce genre de recherches , que le lecleut- 
pourra continuer autant qu'il le désirera , sans beaucoup de peine , en suivant 
la marche que nous avons indiquée dans les dernibres questions , et dans celles 
de lu septième leçon. Nous nous réservons de traiter , toutefois, les questions de 
ce genre qne les sujets dont nous nous occuperons par la suite pourront exiger. 

Il nous resterait, pour finir ce qui concerne la flexion des corps poses sur 
deux appuis , etc. , de résoudre les questions analogues à celles que nous avons 
résolues dans la cinquième leçon ; mais ces questions ne sauraient offrir des 
diOicuItés au point où nous en sommes , puisqu'il suITirnit d'appliquer les 
mêmes raisonnemcns et les mêmes calculs sur les diflcrcntcs flèches de cour- 
bure données dans les leçons depuis ta sixième jusqu'à celle-ci inclusivement. 



LEÇON XV. 



De la rcsislnnce â la raptut 



solides rxposc's à des otïorls agissant pcrpondiculaïi 
leur longueur. 



838. Supposons qu'il s'agisse du prisme AB Cftg. i38J, encastré de niveau 
par le bout AB dans un plan résistant , et soumis a] Vaclion d'un poids P 
suspendu a son extrémité libre B , et d'iule charge imiforme C répartie dans 
toute sa longueur AB = l. 

Il est clair que la rupture d'un solide doit en général avoir lieu îi l'en- 
droit DÎi l'action de la charge qu'il supporte produit la plus grande courbure , 
ou, en d'autres termes j au point de la longueur du solide pour lequel le 
moment de la charge est le plus grand, pourvu que le solide soit homogène 
dans toute sa longueur. 

Or, dans le cas actuel, il est évident que la plus grande action de la 
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charge se fera sentir à la base d'encastrement ; la rupture aura donc lieu 

dans cette base. 

Mais le moment du poids P par rapport à la base AD, sera P/, et celui 

Cl Cl 

de la charge uniforme C , sera — . La somme Pi + — de ces deux momens 

devra donc faire équilibre à la re'sistance R de la base d'encastrement , de 
sorte qu'on aura 

Cl l (^P -t- C) 



R ^ p; + 



. (535), 



pour l'équation d'équilibre entre la résistance du prisme et l'action de la charge'; 
R ayant pour valeur l'une de celles trouvées dans la leçon III^ selon la forme 
de la section droite du prisme. 

839. Gela suppose, pourtant, que la longueur de la pièce n'a pas changé à 
l'instant de la rupture , et cette longueur change nécessairement. 

En effet , pour que la rupture ait lieu , il faut que la pièce prenne une 
certaine flèche de courbure qui est plus ou moins grande , selon que le corps 
est plus ou moins flexible ; ce qui rapproche rcxtrémité libre du solide du plan 
d'encastrement, ou, en d'autres termes, ce qui diminue le bras de levier de 
la charge qui produit la rupture. Mais cette diminution est trop peu consi- 
dérable pour avoir une grande influence sur le moment de la charge , et cette 
influence est encore compensée par la diminution de réiasticité de la section 
de rupture , laquelle se trouve très altérée bien avant que la fracture n'ait lieu. 
Ainsi nous négligerons cette faible cause d'erreur , et nous nous en tiendrons 
k supposer que le bras de levier ne change pas, malgré la Ûeiion du solide. 

840. Supposons quil s^agisse toujours d'un prisme encastré de iiiVeau par 
un bout , est soumis a faction d'un poids P f/îg. t ^oj suspendu il son extrémité 
libre B, et d'une charge représentée par le triangle ABC. 

Dans ce cas^ la rupture aura encore évidemment lieu à la base d'encastre- 
ment Â, de sorte que le moment du poids P sera encore P/ , et celui de la 

charge représentée par le triangle ADC , que nous nommerons Q, sera -^ ; 

l'équation d'équilibre entre la résistance du solide et la somme de ces deux 
momens sera donc 

K = p; + 5! = L2ï+a)....-...(53fi). 

841 . S'il s'agissait de la rupture d'un prisme encastré horizontalement par 
un bout A f^fj. i4ij > ^l soumis à l'action d'un poids P suspendu a son extré- 
mité libre li , et d'une charge représentée par le triangle AIîC , on trouverait 
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par le même raisonnement , que l'équation d'équilibre est ^ iltiDS ce cas , 
B = '.P^+iSl (537). 

842. Si dans les deux derniers cas on ajoutait une charge uniforme , il est 
facile de voir que les équations d'équilibre seraient alors respectivement 

R = '-<2:±^+ie (538), 

R = "^'■+4Q+C) (53,,). 

843. Supposons qu'il s'agisse d'wi prisme AB Cfig- iSaJ , posé librement 
sur deux appuis de nii-eau A , B, chargé d'un poids aP au milieu D de l'in- 
tervalle des appuis , et d'une charge uniforme aC. 

Dans ce cas il est évident qu'on peut supposer le Golide encastré depuis 
le point A jusqu'au point milieu H , et la moitié isolée DU comme étant 
soumise à l'action d'une force P agissant au point B de bas en liaut , et 
d'une charge uniforme C agissant aussi de bas en haut à son centre de era- 
vité ; d'où il suit que dans ce cas l'équation d'équilibre sua celle (535) 
du n" 838. 

844. Si le poids aP au. lieu d'être suspendu au milieu de Vinteivalle des 
appuis, se trouvait appliqué en un point quelcontpte K f/ig. )53j, il faudrait 
chercher le point de ruplurc. Or, s'il n'y avait que le poids aP suspendu au 
point quelconque K, la plus grande courbure aurait lieu en ce point K et par 
conséquent la rupture ; et s'il n'y avait que la charge uniforme , cette rupture 
aurait lieu au milcu H de l'intervalle des appuis : le point de rupture sera 
donc entre les points H et K. Nommons a: la distance de ce point de rupTure 
au point B, et al la longueur Ali du solide; la distance du point de rup- 
ture au point A sera il — x. Quanta la distance du point K (où le poids 
aP est suspendu) au point I) , nous rappellerons Klï = c , ce qui donnera 
\K~2l— c. 

Cela posé, décomposons le poids ïP en deux forces p tl q , appliquées aux 
points d'appuis A et B ; par les principes des forces parallèles nous aurons 

p ^ q ^ -2?, et p {-il ~c) ^ qc ; 

en éliminant entre ces deux équations nous aurons 

Pc , P (2/ _ c) 
p=~, ^lq= ^ 1 (a). 

Ces foroES *• et ç, agissant de bas en taul , feront équilibre au poids aP. 



depuis le point B jusqu'aa 
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La portion de la charge uniforme 2G répartie 

point de rupture , sera donnée par ]a proportion 

' : c :: .r: ^ m; 

et celle répartie depuis le point A jusqn'au point de rupture , par celle-ci 

c (»/-«) 



2I X [ 



.(c). 



Maintenant , dans le cas d'équilibre , il faut que les moinens qui agissent 

dans un sens soient égaux à eeux qui agissent en sens eonti-aire autour du point 

de rupture ; les forces dont les momens agissent dans le même sens sont p 

et (c) , d'une part, et q et (A) de l'autre. Les momens des deux premières 

">- C (■>/ r) ii c 

— i.^^ '^ '- , et ceux des deux autres 



seront y X (s^ — -t) et 
P (U—c) ^, . C. 



X ^ et 

Pc Csl — X) 



X 



X- 

nous aurons donc 

- x)" _ P fai — X 



Ca;' 



■M. 



. (54o), 



., . Pc + Cl 

dou ., = ___^.. 

Telle sera la dislance du point ii au point de rupture. 

L'un des membres de Téquation (d) est le moment résultant des efforts 
exercés sur le solide qui doit faire équilibre à la résistance qui se dévelof^ 
dans la section de ruplurc. Ainsi nous aurons, dans le cas d'équilibre 

aP (■>t-c).v + Cx\ 



Il : 



oa"^n substituant la valeur (539) de x , 



R : 



aP (2I ~ f) (Pc -1- Cl] ÇP + C) + C (Pc + CQ* 



.(54.). 



Cette équation se reduit à celle (535) , quand c ^ t , c'est-à-dire , quand le 
poids 2V est suspendu au milieu de l'intervalle des appuis, comme cela doit être. 

845. Supposons que le solide, toujours posé librement sur deux appuis de 
niveau, soit soumis a l'action d'un poids aP suspendu en un point quelconque 
dans l'inten.<alle des appuis; d'une charge uniforme vC représentée par le 
rectangle AlfDF (^j. i5(ij , et d^une autre charge 2Q représentée par le 
triangle FDE. 

iVommons encore x la distance du point h au point de rupture ; c la dis- 
tance du même point B au point de suspension du poids 3p et 3I l'inlcrvallc 
AB des deux appuis. 
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Cela posé, nous décomposerons le poids aP en deux forces p tt q^ agissant 
de bas en haut aux points d'appui Â et B , dont tes momens, par ri^port »u 
point de rupture, seront , comme au n" S44,» pespectivement égaui à 

'''";-'> « ^liîtzji (,), 

Nous décomposerons aussi la charge uniforme ^C en deux autres agissant de 
bas en haut à leur centre de gravité, dont les momens, par rapport au point de 
rupture , seront , comme au n° 844> respectivement égaux k 

'-^'^ « ?. «• 

Quand k la charge 3Q, nous la décomposerons de même en deux parties, l'ane 
étant la partie de cette charrie répartie depuis le point d'appui A jusqu'au point 
de rupture , cl l'autre depuis ce dernier point jusqu'au point d'appui B; ensuite 
nous chercherons les centres de gravité de ces deux portions de charge, pour en 
avoir les momens par rapport au point de rupture. 

Mais nous avons Irouvé au n" y/{7 ( l'B- '"^'1)i T'^ les momens des charges 
AC^E, OrtjV, par rapport â un point (quelconque, étaient respectivement 

JP " ÏP W- 

X représentant la distance DO du milieu D de Tintervalle AB des appuis au point O. 
Si donc O est le point de rupture que nous cherchons, comme DO^^DB — 08, 
au x^l — OB , et que nous appelons ici x la distance OB, il s'ensuit que pour 
avoir les momens eu question , il suffira de remplacer x par t — x dans les ex- 
pressions (c), et de développ(rct réduire, pour avoir respectivement 

■* sp ■■ 




■(rf). 



pour les momens demandés. 

Observons maintenant que la somme des momens qui agissent dans un sens 
doit égaler celle des momens qui agissent en sens contraire autour du point de 
rupture, dans le cas d'équilibre ^ nous aurons 



jQ 3P-3lj;'+j», _ Pj(iI— i: 



l(Pc+CI+ IJI) 



.(54,). 



Telle sera la distance du point B nu point de rupture , en ne donnant que le 

46 



36a COURS DE GOKSTRtfCnm. 

m 

signe 4- AU radical ^ le signe — donnant à x une Yaleur négative qui est ëinn- 
gère à la question. 

lie moment R de la résidence à la rupture doit faire équilibre à l'un des mem- 
bres de Téquation (c) -, nous aurons donc 



R = - — ï — + -^ +-1?-' 



(543), 



pour l'équation demandée, dans laquelle il &udra mettre la valeur (54^) de\x, 
après Pavoir calculée numériquement , d'après les valeurs particulières de 
P, Q, C, c et ly qui appartiendront à la question dont ou s'occupera. La formule 
(543) serait trop compliquée en y introduisant la valeur générale (54^) de x. 

. 846. Supposons que le solide , toujours posé librement sur dtux appuis de ni- 
veau y soit soumis a Inaction d^un pois 2P suspendu en un point quelconque dans 
l'intervalle AB {flg. iS'j) des appuis j.d^une charge uniforme aC représentée par 
le rectangle ABHG^ et d^une autre charge 2Q représentée par les deux triangles 
GEF; EHD, réunis par leur sommet E au milieu de AB. 

Nommons toujours x la distance du point B au point de rupture ; c la dis- 
tance du même point B au point de suspension du poids aP> et ^l l'intervalle AB 

des appuis. 

Cela posé, comme dans Tarticle précédent, nous décomposerons le poids aP 
en deux forces.dont les momens^ par rapport au point de rupture, seront respec- 
tivemcnt 



Pc (2/ — ») 



et 



Px (v< — c) 

l 



(a). 



et la charge uniforme aC en deux autres dont les momens, par rapport au même 
point , seront respectivement 



C (a< — g)* 



et 



il 



(b). 



Quant à la charge 2Q , nous la recompenserons de même en deux parties, l'une 
étant la portion de cette charge réparlie depuis lé point A jusqu'au point de 
rupture, et Fautre la portion répartie depuis ce dernier point jusqu'au point B» 
et nous en chercherons les momens par rapport au point de rupture. 

Mais nous avons trouvé au n^ 75 1^ que les momens des charges ADF + DNO 
et NBEO , par rapport a un point N quelconque, étaient respectivement 



^^^ + 31.' + ^^ « Q "-?/" + " . 



w. 



X représentant la distance DN du milieu D de l'intervalle des appuis au point K. 
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Si donc PJ est le point de rupture que nous clierchons, comme DN =^DB — BN , 
ou x= i — BN , et que nous appelons ici x In distance BN, il s'ensuit que pour 
avoir les momens demandes, il sulBra de remplacer x par l — x dans les expres- 
sions te), et de développer et réduire, pour avoir respectivement 



Q (6P - 



iP 



' 9'-''' 



D 



Q«' (3( — ai) 
3? ■■ 



.M). 



La somme des momens qui agissent dans un sens devant égaler celle des roo- 
iiiens ipii agissent en ï,cns contraire autour du point de rupture, dans le cas 
dVquilibrc , nous aurons 



Pt(îl-i) , C(ï/ — I)' , Q (liP— ."fj + oW 


i-ai») P^(al-c) 


1 1 al ' iP 

^ ■>! ^ iP 

d'où nous tirerons 




^ /(P + C4-SQ) /!< Cl' + C+ag)> 


'(•"+,? + <^''.,.C5«) 



Telle sera la distance du point d'appui ]i au point de rupture, en ne donnant 
que le signe — au radical , le signe + donnant une valeur positive qui , délias- 
sant le point A, n'appartient point à la question. 

En égalant le moment R de la résistance k la rupture au second membre de 
l'cqualioD (e), on aura 



R = 



Px('A~ 






(545), 



pour l'équation d'équilibre cnlrc la résistance à la rupture et l'action des efforts 
auxquels le solide est soumis, dans laquelle on substituera la valeur nUDK'rique 
de Xy tircc de l'équation (i>44)- 

847. Proposons-nous de trouver l'équation detjuilibre entre la résistance U'un 
prisme posé libivnicnt sur deux appuis de niveau, et soumis h l'action d'un 
poids 2p suspendu eu un point quelconque entra les appuis , d'une charge uni- 
forme aC représentée par le rectangle AliED f/lg- iSgJ, et d'une charge repré- 
sentée par le triangle DEC. 

Nommons .r la distaticc- du point B au point de rupture; c la distance du 
même point B a*i point de suspension du poids 3p, et ni l'inteivalle des appuis. 

Gela posé, observons que les momens du poids aP et ceux de la charge 
uniforme aC par rapport au point de rupture seront les mêmes que ceux 

des n"* pirccdins , ainsi ceux de aP seront — et j , et ceux 

de aC — ^ — ; — ^ et -7. 



^^ 
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Quant & ceux de la charge rcprésenlée par le triangle DEC, on le& trouvera 
en obsei-vant que nous avons trouvé au n" 76a que les moinens des charges ANO, 
BCON (âg- i58), par rapporta un point N quelconque, étaient respecti^~e[nent 






1>P 



Si donc N est le point de rupture, il suffira de changer jc en l — x dans ces 
deux dernières expressions, pour avoir les moœens demandés, qui seront ri^spec- 
tivement 



Qi-^i-xf 



Q(3l-x)x^ 



Dans le cas d'équilibre que nous cherchons, la somme des momens qui agis- 
sent dans un sens doit égaler celle des momens qui agissent en sens contraire au- 
tour du point de rupture, nous aurons donc 



Pc Çqf- 



Qf^i-x)" 



Px(^l^c) 



Q (-^' - 



-(«), 



d'où nous lirerons 






AI {Wc + 3O+aQ0 
3Q 



. (546). 



Telle sera la distance du point de rupture au point d'appui B, en ne donnant 
que le signe — au radical. 

En égalant le moment R de la résistance à la rupture au premier membre de 
l'équation {a), nous aurons 



h = 



Vc('^l~x) 



Cj-ji—xy^ 



Qi^i- 



w» 



.(540. 



]iour l'équation d'équilibre entre la résistance à la rupture «t l'action deseflôrts 
auxquels le solide est soumis , dans laquelle on substituera la valeur unniérique 
de X, tiré* de l'équation (546). 

848. Pfoposons-»ous de déterminer l'équation d'équilibre entre la résïstanec 
d'un prisme posé librement sur deux appuis de niveau, et soumis a l'action d'un 
poids 5P suspendu en un point quelconque entre les appuis, d'une charge uni- 
forme aC dans tout V inter^'alle Ali Cf!g. 160J des appuis, et d'une autre charge 
uniforme C ^présentée par le nctangle ablid , qui n'a lieu que dans une partis 
ab de la longueur Ali du solide. 

Nommons toujours x la dislance du point B au point de rupture; c la dis- 
tance du même point B au point d'application du poids nP , 3I rinlervaUft, 



J 
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AH des appuis; c' la distance ïiC du centre de gravité du rectangle nblut à ce 
même point B , el </ la demi- longueur an , eb de la charge abhd. 

Cela posé, comme dans les articles prccédens, les moiuens du poids iV et de 
la charge uniforoie -iC par rapport au point de rupltirc, seront respectivctnent 

; , T~ , et ; , — ,- ia). 

Quant aux momens de la chaige unifornic C représenlée par le reetaiiglr 
abhti, on les trouvera tii observant que si O est le point de rupture, les por- 
tions «0 , 0&, on aura flO = Be -+- ca — Ho= c +d — x. et Ob = 0B~ ï\b, 
mais B6 ^ Bc — cb ; ce qui donnera C6 ^ Oli — Be + eb =^ x — c' + d. Les 
portions de la charge nniforme C réparties sur les longueurs nO ou c' -\~d — >r, 
et 06 ou X — c' -\- d , seront données par les proportions : 



■:d ; C ;; c' + d — a- 

id l C :: X ~c' + d 

Le bras de levier de lit force (t) sera 

C (c'-\-d — xf 
moment sera t-j . 



C {X — c- A- d.) 






^■' + d- 



, et |>ar conséquent son 



■ w- 



C(x 



■(«)■ 



La somme des momens qui agissent dans un sens devant égaler celle des mo- 
mens qui agissent en sens contraire autour du point de rupture , nous aurons 

Pc[3f— a:) C(ai — 3:)' _ C'(e' + d— g)* _ Px(il — c) C^ 

i "*" ai ^d ~ / "*' 3( 



d'où 



•■ (547) , 



_ ■■ (Jc+ .Ç'I + CV) 

- 4C + 4P + C' ■■ 

pour la distance du poitU B au point de rupLuie. 

En éi^alant le niomenl R de la résistance à la rupture au second iiienitire tic 
l'équation (e), nous aurons 

Pi 'al — t) , l^»" r.'(-t- 



li = 



w 



■ (M8) , 



pour l'équalion d'équilibre cuire la résistance à la rupture et l'action des rfforls- 
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auxquels le solide est soumis, dans laquelle on substituera la valeur numérique 
de Xy lirëe de rëquation (547)* 

849. Demandons-nous Véqualion d équilibre entre ia résistance d^ un prisme 
de niveau , encastré par une extrémité et soutenu à Cautre par un appui , et Fac- 
tion de la cliargedu solide, se composant d'une^duuye uniforme et d^ un poids 
suspendu en un point quelconque dans Vintervalle des appuis. 

Soit AB (fig. i6i) le solide en question, A le point d'encastrement, G le point 
d^application du poids suspendu , et B le point d'appui. Cela posé^ il est clair 
que le prisme se rompra en deux endroits : au point d encastrement, et en un 
autre point compris dans l'intervalle AB , pour lequel la courbure est la plus 
grande ; mais comme la rupture ne peut avoir lieu en un de ces deux points sans 
avoir lieu en même temps en l'autre^ il nous suffira de considérer la rupture au 
point A d'encastrement. 

Or, pour ce point (en prenant la notation du n^' 774) > 1» l>3sc de rupture doit 
faire équilibre au moment de la résultante du poids P, de la charge uniforme C, 
et de la pression P' du point d'appui B ; nous aurons donc 

R = Pc + - — P'/, 

Il = €iiîllliM:^+:Ç|. ^5^^^^ 

en mettant pour P' sa valeur (45^)^ toute réduction faite. 

550. Si le poids P était suspendu au milieu de AB, au aurait / = ac, et la 
formule précédente deviendrait 

R = îi3P±l9 (55,). 

851 . Enfin y supposons quil s'agisse de la résistance a la rupture d'un prisme 
placé dans les circonstances de celui du n^ 790 fftg. 162J. 

Dans ce cas, la rupture doit avoir lieu en trois points à la fois : aux deux points 
d encastrement A et B, et en un autre intermédiaire; et il nous suffira encore ici 
de considérer celle qui aura lieu au |X)int A. 

La somme des momens , par rapport à ce point A , devant Ëiire équilibre à la 
résistance R de la base d'encastrement, nous aurons 

R = Pc + - + P"c' — P'/, 



,, _ p a iaPc«c>(/— c)-f-CPc' I ^Pc« C3/C'— -. fl— ■ cc'4-fc) -f C^ (64/— SQ 
U_lc4-- ,,i«(c_/) i-l«(c'— 

«Il inctiani pour P'' et P' leurs valeurs (479)» ^^ 1"' **-' >'«'»"•■ à 

R =.-. '^^^g-O'-t-C/' (5„). 



THÉORIE GÉNÉRALE DE LA RESISTANCE DES CORPS SOLIDES. 367 

Telle sera la formnle qui fera connaitre la r&istance a la rupture, pour un 
prisme encastré par les deux extrëmités, et chargé d'un poids suspendu en un 
point quelconque de sa longueur et d'une charge uniforme continue. 

852. Supposons que le poids P soit suspendu à égales distances des plans d'en- 
castrement ; dans ce cas ^ = 2c; si nous substituons dans la formule (55i)^ il 



nous viendra 



R 



l'À 



(552). 



853. S'il s'agissait d'un prisme posé librement de niveau sur plusieurs appuis, 
dans les deux intervalles des extrémités^ on appliquerait la formule (549) ^^ 
(55o), parce que dans ces deux portions le solide serait comme encastré par un 
bout y et soutenu par un appui à l'autre bout. Et sM s'agissait d'un solide en- 
castré par les deux bouts et soutenu par plusieurs appuis intermédiaires , on se 
servirait dans tous les intervalles de la formule (55 1) ou (552)» On se servira des 
formules (549) ^^ (^^0> 4^^^ ^^ ^^^ ^^ ^^ poids P sera suspendu en un point quel- 
conque f et des deux autres (55o) et (552) dans le cas oii ce poids sera au milieu 
de chaque portion du solide. 



FIN; 
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Pkge». Ligaei- 

II, 3i , le point G qtd satisfait , lisez : le point C qui satisfit. 
4 6, 2, représente en grandeur. Usez : représentent en grandeur. 

^47, 33, R* =P" + Q* + PQ cos.» CAm, lisez ; R* = F* + Q* + 2PQ C09. GAm. 

30, 1 7, dont les diretions, lisez s dont les directions. 

3«, 32, R X DC X P=AD + Q X DB, lisez: RXI^=PX àD + Q X M. 
44 , 5, Mais les triangles DbC , lisez : Mais les triangles Dbc. 

55, 4 6, mom. seg. ACB = -^1 (P* "^ y' / ' » '"" ' ™®™* **?• ^® =*"T I ( pa — y* ) "• 

70, 24 , la formule do n« 4 64 , lisez : la formule du n* 4 62. 

72, 43, mené par la sphère , Usez : mené par le centre de la sphère. 

73, 4 0, mph (vi — — ^ , lisez : mph» (r —^ . 

360 360 

3pR» ,. , 3pR* 

83, 4, g-7^.''-«-«'=-Î6ir- 

t4, 4 , à la pyramide, lisez : de la pyramide. 

86, 7, X *««• ^G' = » ''**" • X *««• ^<î =*• 

= qH» ,. pR* 

Ib., 46, j , lisez : = -i— . 

93, 44, Tellipse régénératrice, lisez : Tellipse génératrice. 

95, 6, tangeant , lisez : tangent 

Ib., 29, quand m est infiniment petit , Usez : quand h est infiniment petit. 

4 4 0, 23, dès TinsUnt , lisez : de Tinstant. 

4 4 4, 4 , et puissent toutes marcher , Usez : et qu^elles puissent toutes marcher^ 

447, 24 , égal à Vt , Usez : égal à Vt. 
4 48, 9, serait* égale, //J«5 ; serait égal. 

Ib. , 22, de sa courbe , lisêz : de sa course. 

. 4 22, 23, de la fig. 70 , Usez : de la fig. 71 . 

Kt'2 £'t'* 

4 23, 26, E = ~—, liiez : E ^ 



2 • 2 • 

rH* 9n* 

418, 48, t^±^,Usez:t=.—^. 

Ib., U)., f=(vH— -2iL-)., //,^, .f^^V't- 9-y-)-. 

R2 2R 

i37, 23, quantité de mouTemens , Usez : quantité de mouTement. 
447, 24, et, agissant latéralement , Usez : et qui, agissant latéralement. 

458, 40, =s(g+-|-),//5«;=s(g + -|-), 

9, M^^aS[C3^(c-d)^^^^^^^^2aSrc»^(c-dyi^ 



#89, 



4h9, 24, la dépente , Usez : la dépense. 

i94, 23, dans Téquation (b) ci-dessus , Usez : dans Téquation (a) ci-dessus. 

Ib., 26, a» — 2ay« + y* + 4h'a — 4hy' = 4h'x , Usei : a' — 2ay + y* + 4h'a — 4h'y — 4h'x. 

Ib., 27,. (2a + 4hV , Usez: (2a + 4b')y. 
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224, 

Ib., 

222, 

Ib., 

223, 

229, 

2S4, 

2S5, 

239, 

Ib., 

250, 

2 si, 

270, 
Ib., 

274, 

274, 

Ib., 

286, 
289, 
294, 
296, 

304, 
308, 
309, 

34 8, 
332, 
359, 



ERBATA. 

Lignes. 

4 4 , peu celle mirquée , iiset : peu de celle marquée. 

29, que s^ubira , Uses : que subira. 

34 , et précisément , iiset : eât précisément» 

29, de molécule consécntires, Uses : de molécules consécntifei. 

34, forces triples , Uses : force triple. 

4, précédant , Uses : précédent. 

5, égal à Punité , lises : égale ï Pnnité. 

4, Du prisme située» Uses : du prisme sitié. 

3, (6'— 46") , lises : (6» ^ 46"). 

3, d'où A« = pr* , Uses : d'où A* = p'r*. 

29, plus de résistance de matière. Uses : plus de résistance que de matière. 



^S, 



H, 



4a'3r(2n' — n'')2 4a'3r(2n'— n'') -g-. 



47, AM — AC — AC=r, Uses : AM — AG=. 

43, + (l-3)'(x — 2) +..,/««: + (1- 2)»(x— 2) +.. 

22, M = KVx.. , Uses : M ^ jnl4.. 



,5 £ilz:2)' /;,,, ^>-^)' 



29, d=:Tns(l-x?(l-x')+..,/«e«:d 



2l£ 



21£ 

4 



(l-x')«(x-..0+.. 



8, longuer, lises : longueur. 

7, y = xtang. n+ |(1 — c — x')..., //ie«:y = xtang ^ + -^-gp-*Ul 

4 5, c'est-^-dire x = BE , lises : c'est-à-dire y ss BE. 
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